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:::.. Introducción
La posibilidad de realizar predicciones a partir de la recolección y la organización de la información, el descubrimiento de que existen leyes que rigen y explican los fenómenos que dependen del azar, como el resultado de un juego de dados o de cartas, son características que hacen de la estadística y la probabilidad capítulos sumamente especiales de la ciencia matemática.

Usted durante el estudio de este Módulo encontrará la respuesta a preguntas tales como ¿Puede la estadística ayudarnos a comprender mejor la información y los gráficos que aparecen en los medios de comunicación? ¿Qué significa un promedio? ¿Qué relación existe entre estadística y probabilidad? ¿Cuál es la probabilidad de ganar que tenemos en un juego determinado?

Familiarizarse con las formas propias de esta rama de la Matemática, para resolver problemas le permitirán desarrollar su creatividad e incentivarán su capacidad de enfrentar variedad de situaciones.

Usted habrá escuchado ya otras veces que para aprender Matemática es necesario resolver problemas. En este Módulo encontrará varios... ¡No se detenga! y no se desaliente si al comienzo algunos le resultan difíciles. Un continuo “ir y volver” entre las explicaciones y las claves de corrección, lo estimulará y lo ayudará a ir ganando confianza. 

Al abordar el estudio de este Módulo será conveniente que tenga a mano los siguientes libros que le serán útiles: Libro 4 de EGB, Libro 5 de EGB y Matemática 1 de este proyecto de Terminalidad.

Observe que en las Unidades 1 y 3 hay temas optativos:
Probabilidad Condicional
Sucesos independientes
Distribución Binomial

Si usted acepta el desafío de abordarlos contará para ello con el estímulo y el acompañamiento de su tutor.

:::.. Objetivos

Esperamos que una vez que haya realizado la experiencia propuesta en este Módulo usted logre:

· Aplicar distintas técnicas de conteo, distinguiendo las adecuadas para la resolución de cada problema, utilizando la definición clásica de probabilidad.

· Identificar distintas clases de sucesos resolviendo problemas que apliquen y combinen diferentes tipos de experimentos cuyo resultado depende del azar.

· Armar distribuciones de probabilidad en distintos tipos de situaciones problemáticas.

· Relacionar los conceptos de probabilidad teórica y frecuencia relativa.

· Calcular parámetros de posición y dispersión tales como la media y el desvío estándar y analizar los resultados obtenidos.

· Resolver problemas utilizando las distintas distribuciones de probabilidad estudiadas.

:::.. Esquema de contenidos
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Unidad 1:  Seguro, Probable, Imposible
:::.. Un poco de historia...

Al tirar un dado, nadie sabe que número va a salir. El resultado del experimento "tirar un dado" es algo que no está determinado, depende de "la suerte"; depende del azar.

En esta unidad nos dedicaremos a estudiar experimentos cuyos resultados dependen del azar.

Cuando esto ocurre, se dice que estamos frente a un experimento aleatorio.

Pero,¡atención! el azar también tiene sus leyes, y en ellas, por supuesto, está involucrada la matemática.

Un experimento aleatorio es, entonces, aquel cuyo resultado depende del azar. Por ejemplo, arrojar un dado y ver que número sale, o tirar una moneda y ver si sale cara o ceca, son experimentos aleatorios.
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Si desea ver más ejemplos de experimentos aleatorios pídale a su tutor el Libro 5 de Matemática de EGB y trabaje con él la página 85 y subsiguientes.

Tome nota en su carpeta de la definición de experimento aleatorio y proponga otros ejemplos de experimentos de ese tipo.

Desde hace mucho tiempo atrás, los hombres buscaron la forma de controlar el azar, de predecir resultados, de prevenir lo que podría pasar. Así, los poderosos recurrían a los matemáticos más famosos de su época planteándoles problemas concretos y estos, al resolverlos, fueron sentando las bases del cálculo de probabilidades.

La mayoría de estos problemas tenían que ver con juegos de azar. Una anécdota famosa cuenta como un francés apasionado de los naipes, el Caballero de Mere, en el siglo XVII consultaba a Blas Pascal a partir de sus finas observaciones. Pero este caballero no fue el único... 

En épocas de Galileo (1564-1642), estaba de moda un juego de dados llamado el “pasadiez”. El juego consiste en tirar tres dados a la vez y sumar los puntos resultantes. El jugador gana si esta suma es superior a diez y pierde en caso contrario. Podemos ver fácilmente que el juego es equitativo ¿Por qué? Analicemos...

Las caras opuestas de un dado siempre suman 7 ¿no? Así que para cualquier posición en que se den los dados la suma de los puntos de las caras inferiores más de las de los puntos de las caras superiores será igual a 21 (Son 3 dados y 7.3=21).

Esto significa que si la suma de las caras superiores es mayor que 10, la de las caras inferiores será menor o igual que 10 y recíprocamente. O sea que por cada combinación ganadora existe una perdedora y viceversa. Dicho de otra manera, hay tantos casos a favor como en contra... Por eso decimos que el juego es equitativo.

Pero, el hecho que extrañaba- y que no sabía explicarse un aficionado a este juego quien, al mismo tiempo, debía ser un fino observador- era que en la suma de puntos de los tres dados, el número 11 salía con más frecuencia que el 12, y el 10 con más frecuencia que el 9. A pesar de que todos estos números pueden obtenerse como resultado de 6 combinaciones distintas. Por ejemplo las siguientes combinaciones dan como resultado el número 9: 

1-2-6 


1-3-5

1-4-4

2-2-5

2-3-4

3-3-3

Para analizar el planteo de este jugador y la respuesta de Galileo, le proponemos la siguiente Actividad:

ACTIVIDAD 1
Tal como decía el caballero aficionado al juego, el 9 puede obtenerse con las combinaciones:

1-2-6 


1-3-5

1-4-4

2-2-5

2-3-4

3-3-3

Analice: 

¿Cuáles son las combinaciones que dan como resultado 10, 11 y 12?

Compárelas entre sí ¿Por qué cree usted que el 11 salía con más frecuencia que el 12 y el 10 con más frecuencia que el 9? 

Seguramente usted encontró ya una posible explicación... Galileo también lo hizo y este problema marcó un hito más en la historia del cálculo de probabilidades.

Si quiere conocer la explicación de Galileo – y ver si coincide con la propuesta por usted - consulte la clave de corrección.
:::.. Definición clásica de probabilidad

Como veíamos en el “pasadiez”, para decidir si el juego es equitativo o no, es importante saber si existen tantos casos “a favor” como “en contra” para el apostador.

Cuando trabajamos con experimentos aleatorios, siempre analizamos lo que puede pasar, no podemos asegurar lo que pasará.

Seguimos sin saber qué ocurrirá exactamente al tirar los tres dados (puede salir cualquiera de los resultados posibles. Sólo queremos determinar qué resultados son más probables que otros.

Y esto nos lleva a la definición clásica de probabilidad formulada por Laplace en 1812.

Sugerencia: Tome nota de esta definición en su carpeta y analice cuidadosamente su significado y su aplicación. 
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Esta expresión responde absolutamente a nuestro “sentido común”. Si tiramos un dado y queremos calcular la probabilidad de obtener un número par, decimos que es:
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Porque de las 6 caras del dado (número total de casos), sólo 3 muestran un número par (número de casos favorables).

Simplificando, obtenemos expresiones equivalentes tales como que la probabilidad es “un medio” (la mitad de las caras del dado corresponden a números pares) o que la probabilidad de obtener un número par es del 50%.
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Antes de seguir avanzando vea el uso de esta fórmula en el Libro 5 de EGB. Si no dispone del mismo, solicítelo a su tutor o consulte con él. 

Resuelva –y si ya lo hizo, revea- las actividades 47 y 49 de ese Libro.

Este procedimiento se complica cuando no resulta tan claro ni evidente el conteo del número total de casos o el de los casos favorables.

Ahí es cuando debemos recurrir a algunas estrategias o herramientas que faciliten el recuento.

En el Libro 5 de la EGB se ha utilizado ya una de ellas: el diagrama de árbol.

Sugerencia: Relea las páginas correspondientes, anote en su carpeta todos los pasos que allí se siguen en la construcción de un diagrama de árbol y haga lo mismo con cada uno de los casos que le proponemos a continuación.

Por ejemplo, si arrojamos tres veces seguidas una moneda podríamos preguntarnos ¿Qué probabilidad existe de obtener tres caras?

Construyamos paso a paso el diagrama de árbol:

Primer tiro

   Segundo tiro

   Tercer tiro
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Como podemos ver en el esquema, los resultados posibles son 8:

(cara, cara, cara); (cara, cara, ceca); (cara, ceca, cara); (cara, ceca, ceca);

(ceca, cara, cara); (ceca, cara, ceca); (ceca, ceca, cara); (ceca, ceca, ceca)

De ellos, solamente en uno obtuvimos tres caras. Es decir que sólo tenemos un caso favorable.

Por lo tanto, la probabilidad de obtener tres caras resulta:

P = 1/8

ACTIVIDAD 2
Utilice el diagrama de árbol anterior y responda:

¿Cuál es la probabilidad de obtener exactamente una ceca?

¿Cuál es la probabilidad de obtener por lo menos una ceca?

Note la diferencia entre pedir exactamente una ceca y por lo menos una ceca. Cuando decimos exactamente, se trata de obtener una ceca y dos caras.

Cuando decimos por lo menos una ceca pedimos una ceca como mínimo (o sea que son casos favorables aquellos que contienen una ceca pero también los que tienen dos o tres).

Observación: Si analizamos la definición de Laplace veremos que el número de casos favorables siempre será menor o igual que el número total de casos (porque los casos favorables están incluidos dentro del número total de casos).

Por ende, la probabilidad resultará siempre un número menor o igual que 1.

ACTIVIDAD 3
Analicemos juntos algunos ejemplos: 

Si Usted utiliza un dado común y lo arroja una vez ¿Cuál es la probabilidad de obtener un 8?

¿Cuál es el número total de casos? Si arroja un dado común, sigue siendo 6 (hay 6 resultados posibles).

Pero... ¿Cuántos de ellos son iguales a 8?

Seguramente, Usted habrá respondido que ninguno. Entonces ¿cuál es el número de casos favorables?

Si el número de casos favorables es 0 (no hay resultados favorables) ¿Cuál será el valor de la probabilidad? 

Reemplace en la fórmula y proponga una respuesta antes de seguir leyendo.

Ahora usted vuelve a arrojar una vez su dado común. ¿Cuál es la probabilidad de obtener un número menor o igual que 6?

Una vez más, el número total de casos será 6 (son 6 los resultados posibles).

Pero ¿Cuántos son ahora los casos favorables?

Como habrá notado, todos los resultados posibles: 1,2,3,4,5 y 6 corresponden a números menores o iguales a 6.

Por ende, los casos favorables son 6.

¿Cuál será entonces el valor de la probabilidad?

Reemplace en la fórmula y proponga una respuesta antes de seguir leyendo.

Reflexione:

La probabilidad de un suceso... 

¿Cuándo será igual a cero?

¿Cuándo será igual a uno?

¿Podrá ser un número negativo?

Ponga por escrito todas sus conclusiones y revise la clave de corrección antes de seguir avanzando. Ante cualquier duda, consulte a su tutor.

Si la probabilidad de un suceso es igual a 0, este suceso es IMPOSIBLE (no existen casos favorables).

Si la probabilidad de un suceso es igual a 1, este suceso es SEGURO (todos los casos posibles son favorables).

Si estamos “contando” casos favorables y totales, el resultado del cociente nunca será negativo.
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Podrá ver más ejemplos sobre sucesos seguros e imposibles si le pide a su tutor el Libro 5 de EGB y lee la página 92.

:::.. Contando casos: nociones básicas de combinatoria

Se llama combinatoria a un conjunto de técnicas de conteo con las que Usted irá familiarizándose poco a poco en las páginas siguientes.

No se preocupe por los nombres o las fórmulas. Paso a paso iremos construyendo y aplicando cada técnica para facilitar su comprensión.

Antes de comenzar a utilizar el diagrama de árbol hablábamos de la dificultad que entraña, a veces, el recuento de los casos favorables y del número total de casos al emplear la fórmula de Laplace.

Mencionábamos también allí la existencia de herramientas o estrategias para agilizar ese cálculo. El diagrama de árbol es, sin duda, una de ellas. Pero cuando conozca la combinatoria esta resultará para usted una herramienta de conteo más “poderosa”.

:::.. Permutando elementos
Permutar, como Usted sabrá, significa cambiar el orden de un grupo de elementos. La primera técnica de conteo que veremos serán las Permutaciones Simples.

Se llaman simples porque en el conjunto con el que trabajaremos no habrá elementos repetidos (serán todos distinguibles entre sí)

Y lo que contaremos serán todas las formas posibles y distintas de ordenarlos.

Por ejemplo: 

Cinco chicos, entre los cuales están Santiago y Pedro, se ordenan en fila, al azar.

¿Cuál es la probabilidad de que Santiago quede en el 2° lugar y Pedro en el 5°?

Supongamos que los cinco chicos son Santiago, Pedro, Oscar, Facundo y Juan. Intentemos armar un diagrama de árbol para contar el número total de casos:






                 Oscar

   Facundo                          Juan
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                                                                                                    Juan

                       Pedro                                

                                                            Facundo

Santiago



                                 Juan




  Oscar

                               Facundo




 Juan

Como usted verá este es sólo el comienzo de un diagrama que resultaría muy extenso. En el primer lugar de la fila (donde colocamos a Santiago) podría haberse ubicado cualquiera de los 5 chicos. Entonces: Primer lugar: 5 posibilidades:

Por cada una de ellas, se abren (como vemos en el diagrama) cuatro opciones para el segundo lugar. 

Por cada una de estas cuatro (sigamos viendo el diagrama) tres opciones para el tercer lugar (en el fragmento construido, se ve que – si Pedro está en el segundo lugar- Oscar, Facundo o Juan pueden ocupar el tercero).

Luego, si Oscar es el tercero, Facundo o Juan pueden ocupar el cuarto. Es decir: dos opciones para el cuarto lugar.

Finalmente, ubicados cuatro chicos, sólo queda una opción para el último lugar.
Resumiendo, el número total de casos posibles es:
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      TERCER
             CUARTO
         QUINTO

     LUGAR                  LUGAR                LUGAR                 LUGAR               LUGAR

             5         .           4                .             3               .           2             .           1           = 120

Este número 120, obtenido al multiplicar todos los números naturales menores o iguales a 5 en forma descendente, se conoce como FACTORIAL de 5 y se simboliza 5! 
Generalicemos:

Tenemos entonces que 5.4.3.2.1 = 5! = 120
Lenguaje simbólico

Esto se lee: El factorial de 5 es igual a 120
Lenguaje coloquial

¿Y cómo calcularíamos el factorial de 10?

Multiplicando todos los números naturales menores o iguales a 10 en forma descendente, esto es:

10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 10! = 3.628.800

Lenguaje simbólico

Se lee: El factorial de 10 es igual a 3.628.800
Lenguaje coloquial

¿Y el de 3?

3.2.1= 3!=6

¿Podríamos generalizar esta expresión para un número n cualquiera?

Veamos...

Si el número cuyo factorial vamos a calcular es n, lo simbolizaremos n!

¿Y cómo lo calculamos? Multiplicando n por el número anterior a él y el anterior a este y así sucesivamente hasta llegar a uno.

¿Cómo simbolizamos el número anterior a n?

Para pasar de un número natural al anterior a él, debemos restarle 1 (Si hacemos 5-1 = 4 y 4 es el número natural anterior a 5)

El número anterior a n será entonces n –1

¿Y el anterior a este? n-2

Resulta entonces:

n! = n. (n-1). (n-2)........1
 Factorial de n
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todos los números naturales desde n hasta 1





Son n factores

Pero volvamos al problema que estábamos resolviendo y recordemos su enunciado:

Cinco chicos, entre los cuales están Santiago y Pedro, se ordenan en fila, al azar.

¿Cuál es la probabilidad de que Santiago quede en el 2° lugar y Pedro en el 5°?

Si retrocedemos al comienzo de la solución, usted verá que estuvimos calculando todos los ordenamientos posibles de los 5 chicos. Estuvimos contando todas las maneras de cambiarles el orden, de PERMUTARLOS.

Entonces, si queremos saber cuántas son las permutaciones diferentes que admiten 5 elementos distintos entre sí (en este caso, 5 chicos), deberemos calcular el factorial de 5.

El factorial de 5 nos permitió contar que existen 120 maneras diferentes de ordenar a 5 chicos en fila. Y ese es el número total de casos para la probabilidad que estábamos buscando.

Es decir que para contar las permutaciones simples de 5 elementos debemos calcular el factorial de 5.

Simbólicamente:





Permutaciones simples de 5 elementos : P5 = 5!

Note usted que el subíndice 5 que colocamos a la P nos indica la cantidad de elementos que estamos permutando.

Así, si los chicos en la fila fueran 3 en lugar de 5 y quisiéramos contar todos los ordenamientos posibles, tendríamos que calcular las permutaciones simples de 3 elementos, es decir el factorial de 3, que es igual al producto de todos los números naturales desde 3 hasta 1 ordenados en forma decreciente.
 Lenguaje coloquial

Esto es equivalente a: 






P3= 3!= 3.2.1.


Lenguaje simbólico

Y si permutáramos 10 chicos, la cantidad de órdenes distintos posibles sería:

Permutaciones simples de 10: 
P10= 10! = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 3.628.800

Generalizando para un número n de chicos resulta entonces:
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Permutaciones simples de n elementos = Pn = n!

Ahora retomemos el problema. Sabemos ya que existen 120 maneras distintas de ordenar a los 5 chicos en fila (las permutaciones de 5). Este es el número total de casos. 

Pero nosotros queríamos saber cuál es la probabilidad de que, ordenándose los 5 chicos al azar, Santiago quede en el 2° lugar de la fila y Pedro en el 5°.

Entonces, debemos contar los casos favorables, ya que, recordemos:
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Así que serán para nosotros casos favorables –entre los 120 posibles- aquellos en los que Santiago quede fijo en el segundo lugar y Pedro en el 5°.

[image: image81.wmf])

/

(

).

(

)

(

A

B

p

A

p

B

A

p

=

I

[image: image82.wmf])

/

(

).

(

)

(

A

B

p

A

p

B

A

p

=

I

[image: image83.wmf])

(

).

(

)

(

B

p

A

p

B

A

p

=

I

[image: image84.wmf])

(

).

(

)

(

B

p

A

p

B

A

p

=

I

[image: image85.wmf]11

8

24

11

3

2

.

2

1

)

(

)

(

)

/

(

=

=

=

O

p

O

A

p

O

A

p

I


    PRIMER                SANTIAGO           TERCER              CUARTO
          PEDRO

     LUGAR                                                LUGAR                 LUGAR               

Es decir que los otros tres chicos (Oscar, Juan y Facundo) pueden cambiar de ubicación ocupando los otros tres lugares (el primero, el tercero y el cuarto).

Mientras Santiago y Pedro conserven los lugares establecidos no importa en qué orden se ubiquen los otros tres chicos.

Así que habrá tantos casos favorables como cambios de orden podamos hacer entre Juan, Oscar y Facundo ocupando los diferentes lugares vacíos (el primero, el tercero y el cuarto)

Visualicemos la situación en un diagrama de árbol:




Primer Lugar

Tercer Lugar              Cuarto Lugar
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Juan


Oscar

        Facundo







       Facundo


Oscar
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Como puede verse en el diagrama, el primer lugar puede ser ocupado por Juan, Oscar o Facundo (3 posibilidades). Pero una vez que se ubicó Juan en el primer lugar, el tercero sólo puede ser ocupado por Oscar o Facundo (2 posibilidades). Y si Oscar ocupa el tercer lugar, sólo Facundo queda disponible para ocupar el cuarto.

Anote en su carpeta todos los ordenamientos posibles de los cinco chicos dejando a Santiago en el 2° lugar y a Pedro en el 5°.

Por ejemplo (siguiendo la primera rama del árbol):
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        JUAN
         SANTIAGO                 OSCAR               FACUNDO           PEDRO

¿Cuántos son entonces los casos favorables?

Efectivamente, son seis:

(Acá están los otros cinco para que Usted controle los que escribió en su carpeta)
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posibilidades



posibilidades

    posibilidades

para el primer lugar

      para el tercer lugar
para el cuarto lugar

Es decir entonces que los casos favorables (con Santiago en el 2° lugar y Pedro en el 5°) son solamente 6 entre los 120 casos posibles.

Fíjese que al ubicar fijos a Santiago y a Pedro, lo que hicimos fue permutar a los otros tres chicos en los otros tres lugares

Recordemos como se escribían las permutaciones de 3: P3

¿Y cómo se calculaban?

Efectivamente, con el factorial de 3, que simbolizábamos 3!

Resulta entonces:

Número de casos favorables: P3  = 3! = 3.2.1.= 6

La probabilidad pedida es entonces:
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Y ¿cuál era el número total de casos?

Todos los ordenamientos posibles de 5 chicos en fila, esto es, permutaciones de 5:

P5  = 5! =5.4.3.2.1.= 120

Y ¿cuál era el número de casos favorables?

Todas las formas posibles de ordenar a los tres chicos restantes, dejando a Santiago fijo en el 2° lugar y a Pedro en el 5°, esto es, permutaciones de 3:

P3  = 3! = 3.2.1.= 6

Reemplazando en la fórmula correspondiente, la probabilidad de que Santiago quede en el 2° lugar y Pedro en el 5° resulta:

Probabilidad =6/120

Esta fracción puede simplificarse y tenemos que:


[image: image376.jpg]



¿Qué significa esta fracción?

Significa que en 1 de cada 20 órdenes posibles, Santiago queda 2° y Pedro 5°. 

De cada 20 ordenamientos posibles hay sólo 1 en el que se cumple la condición pedida. 

Esto es equivalente a decir que el ordenamiento deseado ocurre en un 5% de los casos. ¿Por qué?

Si 120 representa el 100% (todas las posibilidades), 6 representa el 5% de ese total (y 6 son los casos favorables para nosotros)

Para verlo más claramente, fíjese que todas estas fracciones son equivalentes:
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A modo de síntesis:

¿Qué pasos seguimos para resolver este problema?

Cinco chicos, entre los cuales están Santiago y Pedro, se ordenan en fila, al azar.

¿Cuál es la probabilidad de que Santiago quede en el 2° lugar y Pedro en el 5°?

Primero escribimos la fórmula de Laplace:
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Y entonces vimos que era preciso contar el número total de casos y luego ver, entre estos, cuántos eran los casos favorables para nosotros (aquellos en los que Santiago quedaba 2° y Pedro 5°).

Para contar el número total de casos vimos que necesitábamos cambiar el orden de los 5 chicos, sin elegir ni descartar a ninguno. Trabajamos todo el tiempo con los 5 chicos, cambiándolos de orden en la fila.

Este planteo nos condujo a las permutaciones simples de 5 elementos que simbolizamos P5  y calculamos usando el factorial de 5 (5!)

Luego, para los casos favorables, dejamos fijos a Santiago y a Pedro en los lugares requeridos y cambiamos el orden entre los otros 3 chicos, sin elegir ni descartar a ninguno de los 3. Trabajamos todo el tiempo con los tres chicos, intercambiándolos para ocupar los tres lugares disponibles en la fila.

Este planteo nos condujo a las permutaciones simples de 3 elementos que simbolizamos P3 y calculamos usando el factorial de 3 (3!)

Finalmente, reemplazamos los valores obtenidos en la fórmula de Laplace para calcular la probabilidad deseada.

Si sólo nos interesa cambiar el orden de los n elementos de un conjunto, sin elegir unos y descartar otros, usamos PERMUTACIONES. 

En símbolos:

Permutaciones simples de n elementos = Pn = n!
ACTIVIDAD 4
a. En relación con el ejemplo anterior ¿Cuál es la probabilidad de que Santiago y Pedro queden ocupando lugares consecutivos en la fila?

Tenga en cuenta todas las posibilidades, que estén 1° y 2°, 2° y 3°, etc. Piense que un caso favorable es, por ejemplo, que Pedro esté 1° y Santiago 2°. Y otro caso favorable distinto del anterior es que Santiago este 1° y Pedro 2°. Imagine que si ambos chicos deben estar siempre juntos (uno a continuación del otro) le conviene considerar que ambos son una sola persona (armando una especie de “bloque”). Ante cualquier duda, revise la clave de corrección para orientarse y consulte a su tutor si es necesario.

b. Si le pedimos a una persona que escriba un número de 4 cifras con los dígitos 2, 3 ,4 y 6 ¿Cuál es la probabilidad de que escriba un número impar? ¿Y cuál es la probabilidad de que escriba uno menor que 3000?

c. Si se forma una bandera con cinco franjas de colores distintos utilizando una roja, una verde, una amarilla, una blanca y una azul ¿Cuál es la probabilidad de que las franjas blanca y roja queden juntas? (Esto es, sin ninguna franja de otro color entre ellas)

d. En un estante hay 3 libros de Literatura, 2 de Filosofía y 4 de Geografía (los de una misma materia son distintos entre sí). Si se los ordena al azar ¿Cuál es la probabilidad de que los de una misma materia queden todos juntos?

:::.. Ahora seguimos permutando... pero también elegimos elementos:
A veces no sólo necesitamos permutar los elementos de un conjunto (cambiarles el orden) sino que también necesitamos elegir algunos y descartar otros y también allí tener herramientas para contar todas las posibilidades.

Analicemos la siguiente situación:

Al marcar un número de teléfono, una persona no recuerda las tres últimas cifras. Sólo sabe que son distintas entre sí y que ninguna es 0.

Si prueba y disca un número al azar ¿Cuál es la probabilidad de que acierte el número correcto?

Veamos:

Para la primera cifra, puede utilizar cualquier dígito del 1 al 9. Es decir, que tiene 9 posibilidades. Para la segunda cifra, ya no puede repetir la que usó en primer lugar (las cifras eran todas distintas entre sí) por lo que le quedan 8 posibilidades. Razonando de igual manera, hay 7 posibilidades para el tercer lugar.

La situación es análoga a la anterior (cuando armamos el diagrama de árbol para los chicos en fila). Podemos escribir entonces:
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    PRIMERA             SEGUNDA
      TERCERA             

       CIFRA                   CIFRA                   CIFRA                 

       9               .                8             .              7         = 504 números de teléfono posibles

posibilidades
   posibilidades
     posibilidades

Es decir que el número total de casos para este problema es 504

¿Y cuántos son los casos favorables?

(Trate de responder la pregunta antes de seguir leyendo)

Sí, existe sólo un caso favorable, que es el número de teléfono correcto.

La probabilidad pedida resulta entonces:
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P = 1/504

Pero volvamos al cálculo de los casos posibles y analicemos el procedimiento empleado. Al contar, 9.8.7 = 504 posibilidades, el razonamiento fue exactamente el mismo que usamos a la hora de permutar elementos. Pero con una diferencia fundamental. No calculamos completo el factorial de 9 porque no utilizamos la totalidad de los nueve dígitos disponibles para armar el número de teléfono.

Cambiar el orden (permutar) es importante aquí (no es lo mismo discar 456 que 564, por ejemplo). Pero acá también estamos eligiendo 3 dígitos de entre los 9 para formar el número telefónico.

Lo que acabamos de calcular se llama “Variaciones simples de 9 elementos tomados de a 3” y se simboliza de la siguiente manera: 
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Fíjese que el número inferior le indica la cantidad de elementos entre los que va a elegir (en este caso, los nueve dígitos del 1 al 9) y el número superior los casilleros a completar (en este caso, los 3 dígitos del número telefónico olvidado)
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Sugerencia: Anote en su carpeta la fórmula que acabamos de utilizar y el significado de cada uno de sus elementos. Siga atentamente el análisis que realizamos a continuación para facilitar su comprensión y su aplicación en otras situaciones similares. No dude en consultar a su tutor cuando lo crea necesario.

Revisemos lo hecho hasta aquí: Utilizamos tantos factores como elementos debimos elegir. Así, en el ejemplo, debíamos completar tres cifras del número telefónico y por ello, utilizamos tres factores en la fórmula correspondiente. 
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     3 factores

Y esas tres cifras debíamos elegirlas entre 9 posibilidades (los dígitos del 1 al 9). Por lo tanto, 9 es el primer factor que vamos a multiplicar. Y como no podemos repetir los dígitos, para el segundo casillero hay una posibilidad menos y así sucesivamente. Por eso, los factores son números consecutivos, ordenados en forma descendente (como ocurría en el factorial, para cada casillero a completar hay una opción menos que para el casillero anterior).
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    Primer factor

Las variaciones se llaman “simples”, porque todos los elementos elegidos son distintos entre sí (no hay repeticiones). 

Pero mejor veamos otros ejemplos: 

¿De cuántas maneras distintas pueden elegirse un delegado y un subdelegado para el centro de estudiantes en un curso de 30 alumnos?

Analicemos juntos: 

· Debemos elegir 2 representantes del curso. Entonces nuestra fórmula tendrá 2 factores.

· Importa el orden en que los elegimos. (No es lo mismo ser delegado que subdelegado)

· Elegimos a los dos representantes en un grupo de 30 alumnos. Por lo tanto, para el primer cargo tendremos 30 posibilidades y nos quedarán 29 posibilidades para el segundo (una vez elegido el primero).

Para resolver el problema, entonces, deberemos calcular las “variaciones simples de 30 elementos tomados de a 2” ya que entre 30 elementos (los alumnos del curso) estamos eligiendo 2 (delegado y subdelegado) e importa el orden en que los elegimos.

                                   LENGUAJE COLOQUIAL

Resulta así: 
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  Primer factor
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LENGUAJE SIMBÓLICO
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       2  factores

Es decir que existen 870 maneras distintas de elegir un delegado y un subdelegado (2 representantes) en un grupo de 30 alumnos.

Tratemos de generalizar nuestra fórmula y calculemos para ello otras variaciones simples.

Por ejemplo:

¿Cómo calcularía usted las variaciones simples de 6 elementos tomados de a 4?

Si la expresión dice: “variaciones simples de 6 elementos tomados de 4” significa que:

· Debemos elegir 4 elementos del conjunto. Entonces nuestra fórmula tendrá 4 factores.

· Importa el orden en que los elegimos. (se trata de variaciones)

· Elegimos a los cuatro representantes en un conjunto de 6 elementos. Por lo tanto, para elegir el primero tendremos 6 posibilidades y nos quedarán 5 posibilidades para el segundo (y así sucesivamente, ya que las variaciones son simples y esto significa que no podemos repetir elementos).

Simbólicamente:
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Primer factor
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       4  factores

Observe, una vez más, que los factores son números naturales consecutivos ordenados de forma decreciente (para cada elección hay una posibilidad menos que para la anterior, ya que no podemos repetir elementos)

Generalizando:

Piense ahora en un conjunto formado por un número cualquiera de elementos, que llamaremos m.

m : número total de elementos del conjunto (como los 9 dígitos del primer ejemplo o los 30 alumnos del curso).

Entre ellos, elegiremos un número cualquiera de elementos (distinto de m) que llamaremos n.

n: número de elementos que elegiremos entre los m que forman el total del conjunto (como los 3 dígitos que elegimos para armar el número telefónico del primer ejemplo o los 2 alumnos que representarán a su curso siendo delegado y subdelegado respectivamente).
Y en esa elección, importará el orden en que elijamos los n elementos entre los m, y no podremos repetir elementos.

Estaremos calculando entonces las variaciones simples de m elementos tomados de a n, lo cual significa que:

· Debemos elegir n elementos del conjunto. Entonces nuestra fórmula tendrá n factores.

· Importa el orden en que los elegimos. (se trata de variaciones)

· Elegimos a los n representantes en un conjunto de m elementos. Por lo tanto, para elegir el primero tendremos m posibilidades y nos quedarán m-1 posibilidades para el segundo (una posibilidad menos) y así sucesivamente, ya que las variaciones son simples y esto significa que no podemos repetir elementos.

Recuerde que cuando escribimos la fórmula de factorial (si es necesario, relea las páginas correspondientes) decíamos que para pasar de un número natural al anterior a él, debemos restarle 1 (Si hacemos 3-1 = 2 y 2 es el número natural anterior a 3).

El número anterior a m será entonces m –1

¿Y el anterior a este? m-2

Como los factores que permiten el cálculo de las variaciones simples son son números naturales consecutivos ordenados de forma decreciente (para cada elección hay una posibilidad menos que para la anterior, ya que no podemos repetir elementos) y el primer factor es m, este será seguido entonces por m-1, m-2, m-3 y así sucesivamente.
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En general, entonces, para calcular las variaciones simples de m elementos tomados de a  n, haremos:







 Primer  N° anterior   N° anterior
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n factores

Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al elegir IMPORTA el orden en que elegimos (órdenes diferentes significan elecciones diferentes), usamos VARIACIONES. 

Revisemos la definición y volvamos al primer ejemplo:

Al marcar un número de teléfono, una persona no recuerda las tres últimas cifras. Sólo sabe que son distintas entre sí y que ninguna es 0.

Si prueba y disca un número al azar ¿Cuál es la probabilidad de que acierte el número correcto?

· Elegimos n elementos de un conjunto de m integrantes (n = 3, los tres dígitos que forman el número de teléfono olvidado y m = 9 , los nueve dígitos del 1 al 9 entre los que elegiremos los 3 que vamos a discar).

· Importa el orden en que los elegimos. Órdenes diferentes significan elecciones diferentes (no es lo mismo discar 431 que discar 341 aunque se hayan elegido los mismos tres números).

Entonces, siguiendo la definición, usaremos VARIACIONES. Y son simples ya que el número de teléfono buscado no tiene cifras repetidas (la persona recuerda que son distintas entre sí).

Una vez decidido que se trata de variaciones, y teniendo en cuenta que n = 3 y 

m = 9, aplicamos la fórmula correspondiente.

Fíjese que este es el razonamiento que usted deberá emplear al enfrentar cada problema: Primero, aplicar la definición y ver si se trata de variaciones simples. Si la respuesta es afirmativa, deberá identificar los correspondientes valores de m y n para aplicar la fórmula que acabamos de construir.

Tome nota de este procedimiento en su carpeta, repase los ejemplos presentados y anote sus dudas.

Ante cualquier dificultad, consulte a su tutor o revise los problemas resueltos en la clave de corrección.
En síntesis: 
· Si sólo cambiamos el orden de los elementos de un conjunto, pero NO elegimos unos y descartamos otros, sino que siempre trabajamos con la totalidad de dichos elementos, usamos PERMUTACIONES.

· Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al elegir IMPORTA el orden en que elegimos (órdenes diferentes significan elecciones diferentes), usamos VARIACIONES.

ACTIVIDAD 5
En los siguientes problemas usted deberá aplicar la fórmula de variaciones que acaba de aprender. Ella le permitirá, en cada situación, el conteo de los casos favorables y del número total de casos para que, reemplazando esos valores en la fórmula de Laplace, usted pueda calcular la probabilidad solicitada.

Recuerde, ante cualquier duda, recurrir a la clave de corrección o consultar con su tutor.

a) Una persona olvidó la clave de su tarjeta para extraer dinero del cajero automático. Para acceder a la cuenta es necesario conocer la clave que consta de 4 cifras (suponemos que todas distintas entre sí). ¿Qué probabilidad tiene de acceder a su cuenta probando una clave al azar? 

b) Hay 12 figuritas diferentes para repartir entre 5 chicos dándoles sólo una a cada uno ¿De cuántas maneras distintas se pueden repartir?

c) En un club, la comisión directiva tiene 12 miembros, entre ellos, Mariana, Carlos y Juan. De esa comisión es preciso elegir un presidente, un secretario y un tesorero ¿Cuál es la probabilidad de que Mariana, Carlos y Juan ocupen esos cargos ?
Nota: Fíjese que Mariana puede ocupar CUALQUIERA de los tres cargos principales y lo mismo debe considerar para Carlos y para Juan. Ante cualquier dificultad, remítase a la clave de corrección para orientar su análisis del problema.

:::..  Cuando no nos importa el orden...

Analicemos ahora otra situación. Mientras lo hacemos, tome notas en su carpeta y vaya revisando cada paso. Registre las dificultades que vaya encontrando en el análisis para discutirlas con su tutor si es preciso.

Débora y su amiga Clara van al video club a alquilar 5 películas para el fin de semana. Débora quiere tres películas de suspenso y Clara dos películas románticas.

En el video club les ofrecen 5 películas de suspenso y 6 románticas. ¿Cuántos conjuntos distintos de películas podrán alquilar?

Vamos a pensar este problema por partes. Primero, vamos a trabajar con Débora y las películas de suspenso. En total, el video club dispone de 5 películas estreno de suspenso, llamémoslas A, B, C, D y E de las cuales Débora va a elegir 3.

Intentemos razonar como hasta ahora, a ver si este camino nos resulta útil:
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Pero ¿tiene Débora 60 opciones realmente diferentes?

Comencemos a armar un diagrama de árbol (hágalo usted en su carpeta):

PRIMERA PELÍCULA

   SEGUNDA PELÍCULA

TERCERA PELÍCULA
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Considerando 5 posibilidades para la primera película, por cada una de ellas 4 para la segunda y finalmente, por cada una de las 4, 3 para la tercera, completaríamos las 60 posibilidades de las que hablábamos al comienzo y que corresponderían a las variaciones simples de 5 elementos tomados de a 3:

Esto es: 
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Pero basta con mirar el fragmento de árbol que armamos para que se ponga en evidencia que, en este caso, órdenes distintos no significan posibilidades distintas (como nos exigía la definición de variaciones).
En efecto, si usted observa los dos casos destacados en rojo en el diagrama, elegir las películas A, B y C es exactamente lo mismo que elegir las películas A, C y B.

En ambos casos, las películas elegidas son absolutamente las mismas, NO IMPORTA EL ORDEN en que se realiza su elección.

¿Qué podemos hacer para solucionar este “problema”? ¿Cuántas veces aparecerá repetido el mismo conjunto de películas?

Si analiza la forma en la que construimos el árbol, verá que el mismo conjunto de películas aparece repetido tantas veces como órdenes distintos pueden hacerse de las mismas tres películas (o sea, las permutaciones de las tres películas elegidas).

Estos son:

ABC – ACB – BAC – BCA – CAB – CBA
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6 órdenes posibles = P3 = 3! = 3 .2. 1 = 6

Si lo necesita, no dude en construir el árbol completo, en el cual verá que cada grupo posible de películas, aparece repetido 6 veces

Esto significa que, para calcular el número real de posibilidades distintas para Débora, será necesario dividir las 60 posibilidades obtenidas (usando las variaciones de 5 elementos tomados de a 3) por 6 (las permutaciones de los 3 elementos elegidos).

Revisemos todo este razonamiento una vez más (no olvide tomar nota y detenerse cuidadosamente en cada concepto que va incorporando para luego consultar a su tutor):

Si calculamos las variaciones simples de 5 elementos tomados de a 3 (Débora elige 3 películas entre 5) obtenemos 60 posibilidades.
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Pero, según la definición de variaciones simples, sabemos que allí órdenes diferentes se cuentan como casos diferentes, por lo que la elección de las películas ABC se cuenta como distinta de la elección de las películas ACB (cuando para esta situación estos dos casos no son distintos, sino que corresponden a las mismas tres películas elegidas).

Esto pasará con cada grupo de 3 películas que aparecerá –en las 60 posibilidades- repetido tantas veces como órdenes distintos puedan hacerse de las mismas tres películas.

¿Y cómo contamos todos los órdenes posibles de tres elementos, sin elegir ni descartar ninguno de ellos?

Con las permutaciones simples de tres (P3)

Y sabemos que:

P3 = 3(=3.2.1. = 6

Si entonces, entre las 60 posibilidades calculadas al comienzo, cada caso aparece repetido 6 veces, para obtener el número real de posibilidades para esta situación deberemos dividir 60 por 6.

N° real de posibilidades = 60/6= 10

Este número real de posibilidades que obtuvimos, cuenta de cuántas maneras podemos elegir 3 películas entre 5, cuando no nos importa el orden en el que las elegimos.
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Ese valor se llama “combinaciones simples de 5 elementos tomados de a 3” 
Simples significa, como siempre, que no hay películas repetidas.

Y se simboliza: 
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Cant. de películas elegidas
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Número total de películas

Combinaciones simples

Elegimos sin que nos importe 

el orden de los elementos elegidos

Resulta entonces:
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Resolución
Pero ¿Qué representaba el 60?

El número de variaciones simples de 5 elementos tomados de a 3
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Y ¿qué representaba el 6?

El número de permutaciones simples de 3 elementos
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Quiere decir entonces que para calcular las combinaciones simples de 5 elementos tomados de a 3, debemos dividir las variaciones simples de 5 elementos tomados de a 3 por las permutaciones de los 3 elementos elegidos (porque órdenes distintos significan el mismo grupo de 3 elementos seleccionados)
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En símbolos:

Ahora, vamos a retomar el problema de las chicas que iban al video club. Recordemos que Débora debía elegir 3 películas de suspenso entre 5 mientras que su amiga Clara debía elegir 2 películas románticas entre 6.

Intente usted resolver esta parte del problema – la que se refiere a Clara- antes de seguir leyendo. Si no puede hacerlo, no se desaliente, siga la resolución que se detalla a continuación, tomando nota en su carpeta para consultar las dificultades en la tutoría.

Si razonamos análogamente para ver cuántas posibilidades realmente distintas de elección tiene Clara, resulta que ella deberá elegir 2 películas entre 6, y no importa el orden en que las elija (órdenes distintos de las mismas 2 películas no representan elecciones diferentes).
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Si NO IMPORTA EL ORDEN, para contar las posibilidades de elección realmente diferentes de Clara, deberemos calcular las “combinaciones simples de 6 elementos tomados de a 2”

En símbolos:
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Cant. de películas elegidas
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¿Y cómo calculamos las combinaciones simples de 6 elementos tomados de a 2?
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Para comenzar, debemos obtener las variaciones simples de 6 elementos tomados de a 2:
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Pero sabemos que, en realidad, Clara no dispone de la posibilidad de hacer 30 elecciones diferentes.

Porque en las variaciones, órdenes distintos se cuentan como casos distintos (Y aquí elegir las películas A y B es lo mismo que elegir las películas B y A).

Entonces ¿Cuántas veces habremos contado repetido el mismo grupo de películas elegidas?

Si cada grupo está formado sólo por 2 películas entonces aparecerá repetido sólo 2 veces, ya que ¿de cuántas maneras distintas pueden ordenarse 2 elementos, sin elegir ni descartar ninguno de ellos?

Ese valor estará dado por las permutaciones simples de 2 elementos:
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Quiere decir que en los 30 casos dados como diferentes por las variaciones simples de 6 elementos tomados de a 2, cada grupo de películas aparece repetido 2 veces (en sus dos órdenes posibles, por ejemplo, AB y BA).

Resulta entonces:
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Realizando los cálculos correspondientes, tenemos: 
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      = 2! = 2.1 = 2

Si tenemos en cuenta que, por cada elección posible de Débora (que son 10) Clara puede completar el conjunto con 2 películas románticas elegidas de 15 maneras distintas, tenemos entonces que las chicas pueden elegir sus cinco películas para el fin de semana de 10.15 = 150 maneras diferentes!!!!!!

Si usted repasa lo hecho hasta aquí y utiliza los colores para identificar claramente lo que significa cada número en las fórmulas empleadas, verá que, en general, si queremos calcular las “combinaciones simples de m elementos tomados de a n”, (donde m y n representan dos números naturales cualesquiera, distintos entre sí) haremos:
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Al dividir por las permutaciones nos aseguramos de no contar como distintos aquellos casos en los que, únicamente, estamos cambiando el orden de los elementos del conjunto elegido.

Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al hacerlo NO IMPORTA el orden en que seleccionamos (al cambiar el orden el grupo elegido NO cambia), usamos COMBINACIONES.
Revisemos la definición y volvamos al ejemplo:

Débora y su amiga Clara van al video club a alquilar 5 películas para el fin de semana. Débora quiere tres películas de suspenso y Clara dos películas románticas.

En el video club les ofrecen 5 películas de suspenso y 6 románticas. ¿Cuántos conjuntos distintos de películas podrán alquilar?

Concentrémonos en Débora:

· Ella elige n elementos de un conjunto de m integrantes (n = 3, las tres películas que Débora seleccionará y m = 5 , el número total de películas de suspenso que le ofrece el video club para elegir).

· No importa el orden en que elige. Órdenes diferentes no significan elecciones diferentes (es lo mismo elegir las películas A, B y C que las películas B, C y A).

Entonces, siguiendo la definición, usamos COMBINACIONES. Y son simples ya que el grupo elegido no tiene películas repetidas (son todas distintas entre sí).

Una vez decidido que se trata de combinaciones, y teniendo en cuenta que n = 3 y m = 5, aplicamos la fórmula correspondiente.

Fíjese que este es el razonamiento que usted deberá emplear al enfrentar cada problema: Primero, aplicar la definición y ver si se trata de combinaciones simples. Si la respuesta es afirmativa, deberá identificar los correspondientes valores de m y n para aplicar la fórmula que acabamos de construir.

Tome nota de este procedimiento en su carpeta, repase los ejemplos presentados y anote sus dudas.

Ante cualquier dificultad, consulte a su tutor o revise los problemas resueltos en la clave de corrección.
En síntesis: 

· Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al elegir IMPORTA el orden en que elegimos (órdenes diferentes significan elecciones diferentes), usamos VARIACIONES.

· Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al elegir NO IMPORTA el orden en que elegimos (al cambiar el orden el grupo elegido NO cambia), usamos COMBINACIONES.
:::..  ¿Y las probabilidades dónde están?
Para reencontrarnos con ellas, le proponemos analizar juntos el siguiente caso:

De un grupo de 7 mujeres y 4 varones se eligen al azar 5 personas. ¿Cuál es la probabilidad de que el grupo elegido este integrado por 3 mujeres y 2 varones?

Recordemos la definición clásica de probabilidad:
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Ahora las combinaciones, variaciones y permutaciones serán herramientas útiles para el conteo de los casos posibles y favorables.

Allá vamos, entonces, a aplicarlas (trate de responder cada pregunta antes de seguir leyendo):

¿Cuál es el número total de casos para este problema? 

De un conjunto formado por 11 personas, estamos eligiendo 5 ¿Importa el orden en el que las elegimos? 

No, aunque los nombremos en órdenes distintos, si no cambiamos alguno de sus integrantes, el grupo es el mismo.
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Entonces, debemos usar las combinaciones simples de 11 elementos tomados de a 5, a saber:
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 = 11.10.9.8.7 = 55440
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El número total de casos es, entonces, 462. Hay 462 maneras distintas de elegir un grupo de 5 personas entre 11.

Pero ¿Cuántos de esos grupos estarán integrados exactamente por 3 mujeres y 2 varones? (número de casos favorables).

Aquí será necesario utilizar un razonamiento análogo al de las películas de video. Deberemos elegir 3 mujeres entre las 7 y 2 varones entre los 4 disponibles.

¿Cómo haremos? (Recuerde intentar responder la pregunta antes de seguir leyendo).
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Para las mujeres:





 posibilidades
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Para los hombres:




      posibilidades

Cada uno de los 35 grupos posibles de mujeres, puede completarse de 6 maneras distintas (según como sean elegidos los hombres).

Esto significa que el número de casos favorables es: 35.6 = 210

Y como el número total de casos era 462, la probabilidad pedida resulta entonces:
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P = 210/462= 5/11

Es decir que de cada 11 grupos posibles, 5 están formados por tres mujeres y dos varones.

ACTIVIDAD 6
En los siguientes problemas usted deberá aplicar la fórmula de combinaciones que acaba de aprender. Ella le permitirá, en cada situación, el conteo de los casos favorables y del número total de casos para que, reemplazando esos valores en la fórmula de Laplace, usted. pueda calcular la probabilidad solicitada.

Recuerde, ante cualquier duda, recurrir a la clave de corrección o consultar con su tutor.

a) En una caja hay 15 fichas de las cuales 5 están pintadas de rojo. Se extraen al azar 3 fichas ¿Cuál es la probabilidad de que las 3 sean rojas?

b) Una agrupación científica está formada por 20 físicos y 30 químicos. Se elige un grupo de 6 personas para representar a la agrupación en un congreso ¿Cuál es la probabilidad de que el grupo elegido esté formado por tres físicos y tres químicos?

En síntesis: 

· Si sólo cambiamos el orden de los elementos de un conjunto, pero NO elegimos unos y descartamos otros, sino que siempre trabajamos con la totalidad de dichos elementos, usamos PERMUTACIONES.

· Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al elegir IMPORTA el orden en que elegimos (órdenes diferentes significan elecciones diferentes), usamos VARIACIONES.

· Si ELEGIMOS n elementos de un conjunto de m integrantes y al elegir NO IMPORTA el orden en que elegimos (al cambiar el orden el grupo elegido NO cambia), usamos COMBINACIONES.

:::..  Ahora, la decisión es suya
ACTIVIDAD 7
Para resolver los siguientes problemas, será usted quien decida si importa o no el orden al elegir elementos (esto es, si deberá usar variaciones o combinaciones) o bien si se trata sólo de una permutación (en cuyo caso, usted no selecciona elementos, sólo los ordena diferente).
Ante cada problema pregúntese ¿Trabajo con la totalidad de los elementos o selecciono algunos? Si trabaja con todos, usará PERMUTACIONES.
Si selecciona algunos elementos y descarta otros ¿Importa el orden en que los elige? ¿Órdenes diferentes significan elecciones diferentes? Si la respuesta es sí, usará VARIACIONES. En caso contrario, utilizará COMBINACIONES.

a) En la sección de artículos de audio de un supermercado hay seis parlantes similares de los cuales uno es defectuoso. Si un cliente elige al azar dos de ellos ¿Cuál es la probabilidad de que no haya elegido el defectuoso? 

b) Se quieren sentar 5 hombres y cuatro mujeres en una fila. ¿Cuál es la probabilidad de que las mujeres ocupen los sitios pares?

c) El sistema actual de patentamiento de autos identifica a cada uno con tres letras y tres dígitos. Si se utilizan 27 letras y los dígitos del 0 al 9 y suponiendo que las letras y los dígitos no pudieran repetirse. (Por ejemplo, una patente posible sería ABC 234 y no existiría una patente como AAE 128 porque está repitiendo una letra).

¿Cuántos autos se podrían patentar así?

¿Qué probabilidad habría de que, eligiendo un auto al azar, su patente empiece con A?
Observación: En este problema  debe trabajar por separado con las letras y los dígitos, como se trabajó por separado con hombres y mujeres en el ejemplo anterior a la Actividad  6.

ACTIVIDAD 8
Un desafío... usted sabe que, en el sistema de patentamiento vigente las letras y los dígitos sí pueden repetirse ¿Se anima a resolver el último problema admitiendo dicha repetición?

 Para profundizar el tema con su tutor: Probabilidad condicional. Sucesos excluyentes e independientes
La siguiente sección incluye temas optativos de mayor dificultad. Si usted acepta el desafío de profundizar su estudio de las probabilidades incluyendo contenidos no obligatorios esta es su oportunidad de hacerlo.

Dada la complejidad de algunos de ellos le sugerimos anote cuidadosamente las dudas que se le presenten para trabajarlas junto a su tutor.
Cuando hablamos de experimento aleatorio, dijimos que era aquel cuyo resultado depende del azar.

Un ejemplo simple y cotidiano de experimento aleatorio es lanzar un dado corriente (de seis caras, no cargado) al aire y ver qué número se obtiene.

Vamos a dar ahora una serie de definiciones. Es preciso que anote cada una de ellas en su carpeta junto con el ejemplo presentado y que, en cada caso, proponga los ejemplos que se le solicitan para luego mostrárselos a su tutor.
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Se llama espacio muestral (Lo simbolizamos: E) al conjunto de todos los resultados posibles de un experimento aleatorio.

Para el ejemplo considerado, resulta: E =   1,2,3,4,5,6 

Si el experimento aleatorio fuese, en cambio, tirar una moneda común ¿Cuál sería el correspondiente espacio muestral?

Todo subconjunto del espacio muestral se llama Suceso. Los sucesos los simbolizamos con letras mayúsculas de imprenta: A, B, C...

Siguiendo con el ejemplo de arrojar el dado una vez y observar el número que sale, un suceso podría ser: 

A = “sale un número par” 


LENGUAJE COLOQUIAL

También podemos expresar así este suceso:
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A =   2,4,6
 



LENGUAJE SIMBÓLICO

Ya que el número par obtenido puede ser el 2, el 4 o el 6.

Proponga usted otros sucesos posibles en relación al mismo experimento aleatorio (arrojar un dado corriente una vez y observar el número obtenido).

Escríbalos en su carpeta en lenguaje coloquial y en lenguaje simbólico y no deje de llevarlos al encuentro tutorial para discutirlos.

Ahora preste atención y analice cuidadosamente la siguiente:

Decimos que dos sucesos son mutuamente excluyentes cuando no pueden ocurrir al mismo tiempo.

Por ejemplo, los sucesos: A =”sale un número par” y el suceso B = “sale el as” son mutuamente excluyentes (no puede salir as y par al mismo tiempo, porque si sale el as, no salió un número par, es imposible que los sucesos A y B ocurran simultáneamente).

Esto significa que la probabilidad de que A y B ocurran al mismo tiempo es 0 (reiteramos: es IMPOSIBLE que ambos ocurran simultáneamente) y lo simbolizamos así:

p (A(B) = 0

para sucesos excluyentes

La expresión A(B se lee “A intersección B” y, en términos probabilísticos se refiere a que los sucesos A y B ocurran simultáneamente, esto es, al mismo tiempo.

Sugerencia: anote esta definición en su carpeta, junto con la simbología correspondiente. Piense usted ejemplos de pares de sucesos que no puedan ocurrir al mismo tiempo en relación con otros experimentos aleatorios, tales como arrojar una moneda. Prepare su lista de sucesos mutuamente excluyentes para discutirla con su tutor.

Pero si consideramos dos sucesos en relación a un mismo experimento aleatorio, tal vez no nos interesa que ocurran simultáneamente (al mismo tiempo) si no que queremos saber qué probabilidad hay de que ocurra una cosa o la otra (que ocurra A o que ocurra B). Esto es, considerar las dos posibilidades.

Veamos que pasa con la probabilidad de que ocurra A o que ocurra B y que simbolizamos A(B.

La expresión A(B se lee: “A unión B” y en términos probabilísticos – y refiriéndonos al ejemplo anterior- significa que salga el as o un número par. Que pase una cosa o la otra. 

Recordemos la definición clásica de probabilidad:
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La probabilidad de que salga un número par es entonces:

p(A) = 3/6

(hay tres números pares – casos favorables- en un total de 6 resultados posibles)

Asimismo, la probabilidad de obtener un as es: 


p (B) = 1/6

(hay un solo resultado favorable –el as- en un total de 6 resultados posibles)

Pero si yo quiero obtener la probabilidad de que salga un as o un número par 

–p (A(B)- tengo 4 casos favorables (los números 1,2,4 y 6) en 6 posibles.

Resulta entonces: 

p(A(B) = 4/6

Observe que, si reemplazamos:

3/6 + 1/6 = 4/6

Es decir que:

p(A) + p(B) = p(A(B)

En general, resulta siempre que:

p(A(B) = p(A) + p(B) 
si A y B son mutuamente excluyentes

:::.. Poniendo condiciones...
Sigamos jugando pero, para variar un poco, usemos cartas en lugar de dados.

Si extraemos una carta al azar de un mazo de 40 cartas españolas. ¿Cuál es la probabilidad de que sea una espada?

Llamemos A al suceso “sale una espada”. Como hay 10 espadas (casos favorables) en un total de 40 cartas posibles, la probabilidad pedida resulta: 
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Reemplazando: 

p(A) = 10/40 = 1/4

Ahora llamemos B al suceso “sale el as de espadas”. ¿Cuál es la probabilidad de B? 

Como hay un solo as de espadas (caso favorable) en un total de 40 cartas posibles, la probabilidad pedida resulta: 
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Reemplazando:

p(B) = 1/40

Pero esta probabilidad sería mayor si usted supiera, de antemano, que la carta extraída fue una espada.

El planteo sería el siguiente: Se extrae una carta al azar de un mazo de 40 cartas españolas y resulta ser una espada ¿Cuál es la probabilidad de que sea el as de espadas?

Note que ya es un hecho que la carta es una espada. Sabemos que lo es.

Sabemos que el suceso A ya ocurrió y queremos saber qué probabilidad hay ahora de que ocurra también B.

Sugerencia: Tome nota de esta situación en su carpeta. Analice cuidadosamente el planteo. La carta es de espada y usted lo sabe. Lo que depende del azar es que sea el as o no. Si la carta es de espada, ocurrió el suceso A. Estamos buscando en estas condiciones, cuál es la probabilidad de que ocurra B.

Queremos hallar “la probabilidad de que ocurra B habiendo ocurrido A” que se simboliza: p(B/A)
Tome nota:

“La probabilidad de que ocurra B habiendo ocurrido A”
LENG. COLOQUIAL

p(B/A)







LENG. SIMBÓLICO

En nuestro ejemplo, si sabemos ya que se trata de una espada, el número total de casos posibles se reduce a 10 -las 10 espadas del mazo- mientras que el favorable sigue siendo sólo uno –el as-. La probabilidad pedida resulta entonces:
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Reemplazando:

p(B/A) = 1/10

Esta probabilidad se llama probabilidad condicional. Existe una condición previa a que ocurra B. El suceso A ya ocurrió. Es un hecho seguro.

En el ejemplo: ya sabemos que la carta es una espada, esto es seguro. Queremos la probabilidad de que siendo una espada, se trate del as.

El hecho de que ya sea una espada, condiciona la situación. No es cualquier carta, es una espada. Buscamos la probabilidad de que, en estas condiciones, la carta extraída sea el as.

Tome nota en su carpeta de todas las conclusiones anteriores y de la definición que sigue a continuación. Analice cuidadosamente cada paso, cada signo, cada elemento de la fórmula. Registre atentamente todas sus dudas para trabajarlas en el encuentro tutorial.

Existe una definición de probabilidad condicional que dice que: 
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Se lee: “La probabilidad de que ocurra B habiendo ocurrido A es igual al cociente entre la probabilidad de A intersección B y la probabilidad de A”

Si la comparamos con la definición clásica de probabilidad, veremos que en el denominador aparece el “número total de casos” (que ocurra A, que ya ocurrió) y en el numerador “los casos favorables” (que ocurran A y B. Como A ya ocurrió queremos que también ocurra B junto con A).

Si aplicamos esta definición a nuestro ejemplo, veremos que arroja el mismo resultado indicado por nuestro “sentido común”.

Sabíamos ya que la probabilidad de que salga espada era: p(A)= 1/4

Luego, A(B significa “que salga espada y salga el as de espada”. Para que ocurran las dos cosas simultáneamente debe salir el as de espada, o sea, ocurrir B.

Entonces, reemplazando: p (A(B) = p(B) = 1/40

Reemplazando en la fórmula resulta:

[image: image220.wmf]243

32

3

1

.

3

2

0

5

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ


Efectivamente, este resultado (1/10) coincide con el que habíamos obtenido antes de conocer la definición de probabilidad condicional.

Entonces ¿para qué le sirven a usted tantas definiciones? ¿para qué necesita tantas fórmulas?

En realidad, la fórmula de probabilidad condicional, suele utilizarse frecuentemente para obtener, despejando, la probabilidad de la intersección de dos sucesos, esto es, la probabilidad de que los sucesos A y B ocurran simultáneamente.

Despejando, tenemos que: 
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Realice usted mismo el despeje en su carpeta, analice los pasos. Si algo le resulta confuso no dude en registrarlo y consultar a su tutor.

Pero mejor veamos cómo funciona en un ejemplo:

De un mazo de 40 cartas españolas extraemos dos sin reposición ¿Cuál es la probabilidad de que las dos sean de oro?

Extraer “sin reposición” significa sacar una carta primero y la otra a continuación, sin devolver previamente la primera carta extraída al mazo.

Tenemos entonces los siguientes sucesos:

A =”la primera carta es un oro”

B = “la segunda carta es un oro”

Si queremos que ambas sean oros, estamos buscando que ambos sucesos –A y B- ocurran simultáneamente, esto es, su intersección.

Volvamos a la fórmula que acabamos de despejar:
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LENGUAJE SIMBÓLICO

Vamos a traducir esta expresión al lenguaje coloquial, aplicándola al ejemplo que estamos analizando.

Tome nota en su carpeta de cada reemplazo y de todos los pasos del razonamiento. Esto es fundamental para aprovechar al máximo el encuentro tutorial.

La expresión que acabamos de escribir se lee: “la probabilidad de que ambas cartas sean oros- p(A(B)- es igual al producto entre la probabilidad de que la primera sea oro –p(A)- y la probabilidad de que la segunda sea oro habiendo sido oro la primera –p (B/A)-“

Reemplazando por los valores, resulta: 

p (A(B) = 10/40. 9/39= 3/52

¿Por qué? 

La probabilidad de que la primera sea oro es 10/40 porque existen 10 oros (casos favorables) sobre un total de 40 cartas.

La probabilidad de que la segunda sea oro –habiendo sido oro la primera- es 9/39 porque al haber sacado una carta que no repusimos y ser esta un oro, quedan 9 oros (casos favorables) en un total de 39 cartas.

Veamos ahora una situación diferente:

Existen casos en los cuales que ocurra A previamente no altera ni afecta la probabilidad de que ocurra B. 

Por ejemplo, si tiramos primero un dado y a continuación una moneda, el número obtenido en el dado no afecta ni cambia para nada la probabilidad de obtener una cara al arrojar la moneda.

Cuando esto ocurre, decimos que los sucesos A y B son independientes, y se verifica que:

P(B/A) = P(B)

¿Por qué? 

Retomemos el ejemplo del dado y la moneda. Supongamos que el suceso A sea “sacar un 5” en el dado y el suceso B sea “sale una cara” en la moneda.

A = “sacar un 5”




P(A) = 1/6

B = “sale una cara”



P(B) = ½

¿Y qué significaría en este caso P (B/A)?

(Proponga una respuesta antes de seguir leyendo).

Efectivamente, P (B/A) –“la probabilidad de que ocurra B habiendo ocurrido A” significaría aquí “la probabilidad de que salga una cara en la moneda sabiendo que salió un 5 en el dado”.
Y el hecho de que salga un 5 en el dado (o no) no afecta en lo más mínimo a la probabilidad de que salga cara en la moneda.

La probabilidad de obtener una cara, sigue siendo ½ independientemente de que haya salido un 5 (o no).

Es decir que, en este caso:
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P(B/A) = ½








P(B/A) = P(B)





P(B) = ½

Entonces, si los sucesos son independientes:

P(B/A) = P(B)

Si reemplazamos en nuestra fórmula para la probabilidad de la intersección:
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Resulta:
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         si A y B son independientes

Es decir que si A y B son dos sucesos independientes, la probabilidad de que ambos ocurran simultáneamente (la probabilidad de su intersección) puede calcularse multiplicando las probabilidades de cada uno de ellos –P(A) y P(B)-.

Tome nota de cada conclusión en su carpeta. Recuadre las fórmulas y analice cada uno de sus elementos. Revise cuidadosamente y repase todo el razonamiento. Si le resulta difícil, no se desaliente. Este tema no es obligatorio y, si le interesa profundizar, podrá trabajarlo íntegramente con su tutor.

La independencia es simétrica. Esto quiere decir que si B es independiente de A, A es independiente de B.

En síntesis:

p(A(B) = p(A) + p(B) 
si A y B son mutuamente excluyentes
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                                                             si A y B son independientes

Si no recuerda el significado de algún símbolo o la forma coloquial de alguna de estas expresiones este es el momento de releer lo estudiado hasta aquí en este apartado. Registre cuidadosamente sus dificultades. El ejemplo que sigue a continuación lo ayudará también a apropiarse de los nuevos conceptos.

Apliquemos todo esto analizando juntos el siguiente ejemplo concreto:

En la caja A hay dos monedas de oro y una de plata. En la caja B hay tres de plata y una de oro. Se tira una moneda, si sale cara, se abre la caja A y si sale ceca se abre la B. ¿Cuál es la probabilidad de extraer una moneda de oro?

En estos problemas, es de utilidad dibujar las cajas y registrar toda la información organizándola en un diagrama de árbol.

Intente usted armar su propio esquema y luego registre en su carpeta el que le proponemos, analizando cada uno de sus elementos. No de ningún cálculo por hecho, verifíquelos usted mismo, repasando las fórmulas y los conceptos aprendidos hasta aquí.

Armemos un diagrama: 
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               CAJA



p(O/B) = 1/4






         B

(habiendo abierto la caja B en ella hay




              3 P y 1 O

1 moneda de oro en un total de 4)

Por otra parte, abrir la caja A o abrir la caja B son sucesos mutuamente excluyentes.

¿Por qué? 

Veamos... Si abro la caja A, ya no voy a abrir la B. Es una caja o la otra. No puedo abrir ambas cajas simultáneamente. Es imposible que ambos sucesos ocurran al mismo tiempo.

Recordemos:


p(A(B) = p(A) + p(B) 
si A y B son mutuamente excluyentes

Pero aquí no se trata sólo de abrir una caja. Al abrir la caja queremos, además, sacar una moneda de oro.

Si llamamos O al suceso “sacar una moneda de oro”, tendremos:

p(A(O)
“probabilidad de abrir la caja A y sacar una moneda de oro”
p(B(O)
“probabilidad de abrir la caja B y sacar una moneda de oro”
Para que ocurra el suceso O (sacar la moneda de oro) debo abrir la caja A y sacar oro o abrir la caja B y sacar oro. Como quiero que pase una cosa o la otra, estoy buscando la unión de dos sucesos excluyentes (una caja es excluyente de la otra).

Volvemos a la fórmula:

p(A(B) = p(A) + p(B) 
si A y B son mutuamente excluyentes

Y aplicándolo a este caso resulta entonces:

p(oro)= p(A(O) + p(B(O)

(porque para llegar al oro necesito previamente abrir una caja, y como los dos caminos son excluyentes entre sí, sumo las probabilidades de ambos).

Vaya registrando cada paso y su justificación en su carpeta. Intente realizar usted los reemplazos indicados. Registre sus dificultades y vuelva a atrás en la lectura y el análisis cada vez que lo necesite.

Ahora recordemos que:

[image: image228.wmf]C

0

6


En este caso:
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La probabilidad de sacar oro de la caja A es igual al producto entre la probabilidad de abrir la caja A y la probabilidad de que –habiendo abierto esa caja-saquemos de ella una moneda de oro
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La probabilidad de sacar oro de la caja B es igual al producto entre la probabilidad de abrir la caja B y la probabilidad de que –habiendo abierto esa caja-saquemos de ella una moneda de oro

Pero volvamos a nuestra fórmula principal:

p(oro)= p(A(O) + p(B(O)

Reemplazando:

p(oro)= p(A). p(O/A) + p(B). p(O/B)

Primero elijo la caja –arrojando la moneda- y, luego de haber elegido la caja, calculo la probabilidad de extraer oro de ella. 

Como la probabilidad de sacar cara es igual a la de sacar ceca e igual a ½, resulta, para la probabilidad de elegir cada caja, p(A)=p(B)=1/2.

Y en nuestro esquema puede verse que:

p(O/A) = 2/3




p(O/B) = ¼

Si no recuerda como obtuvimos estos valores o el significado de las notaciones revise las indicaciones apuntadas en el esquema.

Finalmente, reemplazando todos los valores en la fórmula obtenemos la probabilidad pedida:

p(oro)= p(A). p(O/A) + p(B). p(O/B)

p(oro)=1/2. 2/3 +1/2.1/4= 11/24
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Si tiene dificultades al operar con las fracciones pídale a su tutor que le facilite el Libro 4 de EGB y revise desde la página 26 en adelante.

Antes de seguir avanzando, relea todo lo hecho hasta aquí en este último ejemplo. Note como fue aplicando, paso a paso y una por una, cada fórmula y cada definición. Anote todos los pasos en su carpeta, registre sus dudas, saque conclusiones, consulte a su tutor.
:::.. Un nuevo desafío

Si ahora le preguntáramos: si se sabe que la moneda extraída es de oro ¿Cuál es la probabilidad de haber abierto la caja A?

¿Cómo la calcularía? Intente una respuesta antes de seguir leyendo.

Registre su propuesta en su carpeta. Analice cada razonamiento. No se desaliente ante las dificultades. Este ítem es efectivamente un nuevo desafío. Recuerde que este tema es optativo para usted y que de, de aceptar el desafío de abordarlo, podrá revisarlo íntegramente en el encuentro tutorial.

Seguramente, usted habrá propuesto usar la fórmula de probabilidad condicional. Se sabe que la moneda es de oro, ese hecho ocurrió, entonces:

Suceso A: “elegir la caja A”

Suceso O: “sacar moneda de oro”

Queremos la probabilidad de haber abierto la caja A, sabiendo que la moneda es de oro. Es decir, buscamos la probabilidad de que ocurra el suceso A, sabiendo que el suceso O es seguro, ya ocurrió.

Lo que deseamos calcular ¿Cómo se expresa simbólicamente?

Intente una respuesta antes de seguir leyendo
Efectivamente, buscamos la probabilidad de que ocurra el suceso A, habiendo ocurrido el suceso O, en símbolos: P(A/O)

Recordemos la fórmula de probabilidad condicional:
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Esa fórmula correspondía a la probabilidad de que ocurra el suceso B habiendo ocurrido el suceso A.

Si yo ahora quiero la probabilidad de que ocurra el suceso A habiendo ocurrido el suceso O, cambio las letras en la fórmula (hágalo usted antes de seguir leyendo) y resulta:
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Note que la probabilidad de que ocurran la caja A y el oro simultáneamente (que pasen las dos cosas, que abra la caja A y saque oro de ella) puede simbolizarse indistintamente como p (A ( O) o como p (O ( A).

Es decir que: p (A ( O) = p (O ( A).

Usando la fórmula y reemplazando en ella las probabilidades ya calculadas (hágalo usted antes de seguir leyendo), resulta:
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Esto significa que, sabiendo que la moneda extraída es de oro, la probabilidad de haber abierto la caja A es de 8/11.

Antes de seguir avanzando, relea todo lo hecho hasta aquí en este último ejemplo. Note como fue aplicando, paso a paso y una por una, cada fórmula y cada definición. Anote todos los pasos en su carpeta, registre sus dudas, saque conclusiones, consulte a su tutor.
Y ahora, le toca trabajar a usted así que ¡manos a la obra!

ACTIVIDAD 9
Para resolver cada problema, le sugerimos armar un diagrama de árbol como el del ejemplo de las cajas y las monedas, considerando todas las posibilidades y eligiendo luego aquellas que le interesan. Fíjese cómo primero elegimos la caja – que podía ser A o B- luego la moneda –que podía ser oro o plata- y, finalmente, seleccionamos las opciones que queríamos- moneda de oro, caja A-.

1) Una persona puede retornar de su trabajo a su casa por dos caminos diferentes: A o B. Elige la ruta al azar, de acuerdo a su variable estado de ánimo. La experiencia indica que utiliza el camino A un tercio de las veces. Si utiliza el camino A llega a su casa antes de las 18 hs. el 75% de las veces. Si utiliza el camino B llega antes de las 18 hs. el 70% de las veces.

a. ¿Qué probabilidad hay de que un día cualquiera llegue a su casa antes de las 18?
b. Si se sabe que llegó a su casa antes de las 18 ¿Qué probabilidad hay de que haya elegido el camino B?

2) Un telégrafo envía señales de punto el 60% de las veces y raya el 40%. El 10% de las veces que envía punto llega raya, y el 5% de las veces que envía raya, llega punto.

a. ¿Cuál es la probabilidad de que se reciba una raya?

b. Si se sabe que se recibió una raya ¿Cuál es la probabilidad de que se haya enviado un punto?

3) Dos máquinas automáticas producen piezas idénticas que son colocadas en un transportador común. La primera máquina realiza los 2/3 de la producción y la segunda el resto. La primera produce un 60% de piezas sin defectos y la segunda un 84%. 

a. ¿Cuál es la probabilidad de que una pieza que se toma del transportador resulte defectuosa?

b. Hallar la probabilidad de que esa pieza defectuosa haya sido producida por la segunda máquina.
Unidad 2: Variable Aleatoria

:::.. Variables aleatorias discretas y continuas

En esta Unidad nos ocuparemos de unas variables muy especiales: las variables aleatorias o estocásticas. Algo es aleatorio, como ya vio en la Unidad 1, cuando depende del azar. Y la palabra estocástico se usa como sinónimo de aleatorio.
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Si necesita revisar el concepto de variable, revea la primera Unidad del Módulo Matemática: Funciones, de este proyecto de Terminalidad. Allí verá que las variables aparecen asociadas al concepto de función. Hablamos de función cuando establecemos un determinado tipo de correspondencia entre variables.

Pero... ¿Cuáles son estas variables que dependen del azar? 
Veamos...

A cada resultado de un experimento aleatorio es posible hacerle corresponder un número real o un intervalo de números reales. 

Esta correspondencia se llama variable aleatoria.
Usted entenderá claramente el significado de este tipo de variables apenas comencemos a trabajar con los ejemplos. De todos modos, no deje de tomar notas en su carpeta de cada concepto y registre sus dificultades para llevarlas a la tutoría.

La propuesta, en realidad, es sencilla: se trata de identificar a cada resultado de un experimento aleatorio con un número real o un intervalo de números reales. Como este número cambia para los distintos resultados del experimento, es una variable. Y como los resultados dependen del azar, es aleatoria.

Si a cada resultado del experimento le hacemos corresponder un número real, la variable aleatoria es discreta. Si, en cambio, a cada resultado lo identificamos un intervalo de número reales, la variable aleatoria es continua.

Pero mejor vamos a un ejemplo.

Sugerencia: Aquí será necesario, para facilitar su comprensión, que vaya tomando nota de cada paso y lo analice cuidadosamente.

Si al tirar un dado (experimento aleatorio) me ofrecen como recompensa ganar en pesos el doble del número obtenido -si este es par- o tengo que pagar en pesos el doble de dicho número -si este es impar- la situación sería la siguiente:

Número que sale en el dado

Par/ Impar


Gano/ Pago




1



Impar



Pago $2




2



Par



Gano $4




3



Impar



Pago $6




4



Par



Gano $8




5



Impar



Pago $10




6



Par



Gano $12

Los resultados posibles del experimento “tirar un dado” son: 1,2,3,4,5,6.

Definir una variable aleatoria asociada a este experimento consiste en identificar cada uno de estos resultados con un número real. 

Vamos a asignar un número real a cada uno de los resultados posibles del experimento aleatorio. Y esta asignación es totalmente arbitraria porque usted puede elegir la variable aleatoria más apropiada o conveniente en cada caso.
Por ejemplo, aquí podríamos definir una variable aleatoria que represente la cantidad de pesos que el jugador gana o paga con cada resultado obtenido con el tiro del dado. 

Para distinguir dinero ganado por el jugador de dinero perdido (o pagado) podemos identificar las ganancias con números positivos y las pérdidas con números negativos.

Se suele representar a la variable aleatoria utilizando una X (mayúscula y de imprenta).

	Resultado del experimento

(N° que sale en el dado) 
	Variable aleatoria X

(N° real correspondiente a ese resultado)

	1
	- 2

	2
	  4

	3
	- 6

	4
	  8

	5
	-10

	6
	 12


En este caso, la variable aleatoria X definida toma valores –2, 4, -6, 8, -10 y 12. Y es discreta porque a cada resultado del experimento lo identificamos con un número real.

Pero si vemos la misma situación desde el punto de vista de la banca y usamos la variable aleatoria X para representar lo que esta debe pagarle al jugador -si gana- o cobrarle -si pierde-, obtenemos otra variable aleatoria asociada al mismo experimento. 
Habrá, obviamente, un cambio de signo en los valores de la variable porque, lo que es ganancia para el jugador, es pérdida para la banca y viceversa.

	Resultado del experimento

(N° que sale en el dado) 
	Variable aleatoria X

(N° real asignado a ese resultado)

	1
	 2

	2
	-4

	3
	 6

	4
	-8

	5
	10

	6
	-12


En ambos casos, el experimento aleatorio es el mismo, pero las variables aleatorias X definidas, son diferentes, según el punto de vista o lo que le interese registrar a quien realiza la asignación.

Pero existe una función asociada a los resultados de un experimento aleatorio que no realiza asignaciones arbitrarias. Es la función que a cada resultado del experimento le asigna como imagen su probabilidad.

Esta es la función de probabilidad que simbolizaremos p(x) y con ella podremos armar la:

:::.. Distribución de probabilidad de una variable aleatoria

Para armar esta distribución, debemos volcar en un cuadro los valores de la variable aleatoria elegida, acompañados de sus correspondientes probabilidades.

Sugerencia: Tome nota en su carpeta de esta indicación sobre cómo armar la distribución de probabilidad de una variable y vaya registrando todos los pasos de construcción de las tablas que se indican, tanto en este ejemplo como en los subsiguientes.

Cuando se le sugiere ensayar usted una respuesta antes de seguir leyendo, inténtelo, no se desanime. Si se equivoca o duda, registre sus inquietudes para acercarlas a la tutoría.

Para retomar el ejemplo que analizamos en el apartado anterior recordemos que la probabilidad de obtener determinado resultado al arrojar un dado es igual para los seis posibles y vale 1/6.

Así, la distribución de probabilidad para la primera variable aleatoria definida (desde el punto de vista del jugador) resulta:

	X
	–2 
	4
	-6
	8
	-10
	12

	p(x) 
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Esta es la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X.

Razonando de la misma forma, obtenemos la distribución de probabilidad de la otra variable aleatoria propuesta para el mismo experimento (desde el punto de vista de la banca):

	X
	2 
	-4
	6
	-8
	10
	-12

	p(x) 
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Veamos juntos otro ejemplo:

Se tira tres veces una moneda. Sea X la variable aleatoria que denota la cantidad de caras obtenidas. Armar la distribución de probabilidad de X.

En la Unidad 1, nosotros construimos el diagrama de árbol correspondiente al experimento aleatorio “tirar una moneda tres veces”.

Vuelva a registrar en su carpeta este diagrama y los resultados posibles, organizados según la cantidad de caras obtenidas, como se detalla a continuación.

Esto le facilitará la comprensión del ejemplo y la apropiación de los conceptos trabajados.

Primer tiro

   Segundo tiro

   Tercer tiro
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Entonces vimos que los resultados posibles del experimento, según el diagrama, son 8:

(cara, cara, cara)







3 caras

(cara, cara, ceca); (cara, ceca, cara); (ceca, cara, cara)

2 caras

(cara, ceca, ceca); (ceca, cara, ceca); (ceca, ceca, cara)

1 cara

(ceca, ceca, ceca)







0 caras

Si la variable X que elegimos definir denota (registra) el número de caras obtenidas ¿Cuáles serán en este caso los valores posibles para X?

Intente una respuesta antes de seguir leyendo

Efectivamente, X toma en este ejemplo los valores: 0,1,2 y 3

Si revisa sus apuntes verá que al comienzo dijimos que para armar la distribución de probabilidad de una variable aleatoria debemos volcar en un cuadro los valores de la variable aleatoria elegida, acompañados de sus correspondientes probabilidades.

Armemos el cuadro entonces:

	X
	0 
	1
	2
	3

	p(x) 
	
	
	
	


¡Pero nos faltan las probabilidades!

Usted utilizó en la Unidad 1 la fórmula de Laplace.

Recordémosla:
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Ya vimos que el número total de casos es 8.

Entonces: ¿Cuántos serán los casos favorables para X=0? 

Veamos que significa esto. X cuenta el número de caras. X=0 significa 0 caras obtenidas. ¿En cuántos casos de los posibles la cantidad de caras obtenidas es 0?

Intente una respuesta antes de seguir leyendo.

Efectivamente, el único caso favorable aquí es aquel en el que obtuvimos tres cecas.

Es decir que el número de casos favorables para X = 0 es 1.

Por lo tanto, reemplazando en la fórmula de Laplace resulta que la probabilidad de que X sea 0 es igual a 1/8 y lo simbolizamos así:

p(X=0)=1/8

Si vuelve ahora a su registro de los resultados posibles organizados según el número de caras obtenidas, podrá usted calcular las probabilidades que faltan y completar la distribución de probabilidad de X.

Inténtelo antes de seguir leyendo.

(cara, cara, cara)




3 caras
   1 caso favorable

(cara, cara, ceca); (cara, ceca, cara); (ceca, cara, cara) 2 caras
3 casos fav.

(cara, ceca, ceca); (ceca, cara, ceca); (ceca, ceca, cara) 1 cara
3 casos fav.

Como el número total de casos –recordamos- es 8, si aplicamos a cada valor de X (que representa el número de caras) la fórmula de Laplace, resulta:
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p(X=1)=3/8

p(X=2)=3/8

p(X=3)=1/8

Entonces, completando la tabla:

	X
	0 
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/8
	3/8
	3/8
	1/8


Y esta es la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X que representa el número de caras obtenidas al arrojar una moneda tres veces seguidas.

Fíjese que para armar la distribución de probabilidad de una variable aleatoria usted deberá primero analizar cuáles son los valores que toma esa variable (según como está definida) para los distintos resultados posibles del experimento. Una vez hecho esto deberá calcular las correspondientes probabilidades de cada uno de ellos.

Sugerencia: Registre estos pasos en su carpeta

Para armar la distribución de probabilidad de una variable aleatoria debemos:

- Ver cuáles son los valores posibles para X

- Calcular las probabilidades correspondientes a cada valor de X

- Volcar los resultados ordenados en un cuadro

Para reafirmar estos conceptos y ordenar nuestras ideas, resolvamos juntos el siguiente problema:

Una caja contiene 10 bombitas de las cuales 3 tienen el filamento roto. Se escogen al azar 4 bombitas. Sea X la variable aleatoria que denota la cantidad de bombitas con el filamento roto que integran el grupo escogido.

Armar la distribución de probabilidad de X 

Primero, vamos a analizar los valores posibles para X (que cuenta la cantidad de bombitas rotas que integran el grupo de 4 elegido).

Si en la caja hay sólo 3 bombitas con el filamento roto, existen 7 que están sanas (eran 10 en total). Y si seleccionamos 4, puede ser que todas estén sanas (X = 0), o que haya 1, 2 o 3 rotas como máximo.

Los valores posibles para X son entonces: 0,1,2 y 3.

Para armar la distribución de X será preciso ahora calcular las correspondientes probabilidades. Y, para ello, recurriremos una vez más a Laplace y su fórmula clásica:
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Si de una caja con 10 bombitas extraemos grupos de 4 ¿Cuál es el número total de casos? 

(Proponga una respuesta antes de seguir leyendo)

Veamos:

· Elegimos n elementos de un conjunto de m integrantes (n = 4, las bombitas elegidas y m = 10 ,el número total de bombitas que hay en la caja)

· No importa el orden en que se elige. Órdenes diferentes no significan elecciones diferentes (es lo mismo elegir las bombitas A, B, C y D que las bombitas B, C, D y A)

Como no nos importa en qué orden elegimos las bombitas, debemos calcular el número de combinaciones simples de 10 elementos tomados de a 4

Recurrimos entonces a la fórmula de combinaciones simples de m elementos tomados de a n aprendida en la Unidad 1:
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Y reemplazando en ella los valores correspondientes de m y n (ya vimos que m=10 y n =4), obtenemos el número total de casos para este problema:
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El número total de casos resulta entonces igual a 210.

Sugerencia: Revise todos los cálculos y realícelos usted mismo. Tome nota en su carpeta de todos los pasos de la resolución del problema. Si hay algo que no recuerda o lo confunde, no dude en revisar nuevamente el apartado correspondiente a las combinaciones simples en la Unidad 1. Si esto no es suficiente, anote las dudas para discutirlas con su tutor.

Volvamos al problema. Usted quería armar la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X que denota la cantidad de bombitas con el filamento roto que integran el grupo de 4 elegido.

En la caja hay 10 bombitas, 7 sanas y 3 rotas, y los valores posibles para X eran entonces : 0,1, 2 y 3.

¿Cómo calculamos, por ejemplo, la probabilidad para X=0?

Recuerde que estábamos utilizando la fórmula de Laplace:
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Necesitamos determinar el número de casos favorables para X=0

Si consideramos que X =0, significa que estamos evaluando la probabilidad de que las 4 bombitas extraídas estén entre las 7 que tienen el filamento sano. No queremos que haya bombitas con el filamento roto en el grupo elegido.

¿Cuál será entonces el número de casos favorables para X = 0 ?

(Proponga una respuesta antes de seguir leyendo).

Efectivamente, este número resulta igual a las combinaciones simples de las 7 bombitas sanas tomadas de a 4. El grupo de 4 bombitas (para estar seguros de que están todas sanas) debe elegirse entre las 7 que tienen su filamento en buenas condiciones.

Si queremos calcular las combinaciones simples de 7 elementos tomados de a 4, será m=7 y n=4 y reemplazando en la fórmula correspondiente:
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Si el número de casos favorables es 35 y el número total de casos es 210, la probabilidad para X = 0 será entonces:
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Sugerencia: Simplifique usted mismo la fracción obtenida y verifique que realmente es equivalente a 1/6.

Como el número total de casos es siempre el mismo (210), nuestro único desafío ahora es calcular el número de casos favorables para cada uno de los siguientes valores de la variable aleatoria X.

Veamos por ejemplo: ¿Qué pasará para X = 1?

En este caso, debemos tomar una bombita entre las 3 que tienen el filamento roto y completar el conjunto con 3 que tengan el filamento sano (esto es, elegidas entre las 7 sanas). 

¿Cuál será entonces el número de casos favorables para X = 1?

(Proponga una respuesta antes de seguir leyendo. Si lo necesita, revise la Actividad 6 de la Unidad 1).

Para las que tienen el filamento roto dijimos entonces que debemos elegir una bombita entre 3. Tendremos entonces que calcular las combinaciones simples de las 3 bombitas rotas tomadas de a 1.

Como m = 3 y n = 1 resulta:
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Razonando de la misma manera para las bombitas sanas, debemos elegir 3 bombitas entre 7. Tendremos entonces que calcular las combinaciones simples de las 7 bombitas sanas tomadas de a 3.

Como m = 7 y n = 3, reemplazando, tenemos:
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El número de casos favorables para X = 1 resulta entonces: 3.35 = 105

Y la correspondiente probabilidad es (reemplazando en la fórmula de Laplace):
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ACTIVIDAD 10
Razonando análogamente para los otros valores posibles de X (resuélvalo y, si tiene dudas, consulte la clave de corrección) complete la distribución de probabilidad de la variable aleatoria X:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/6
	1/2
	
	


Observación importante: 

¿Cuánto suman los valores de p(x)? ¿Cree que este resultado será siempre igual para todas las distribuciones de probabilidad? ¿Por qué?

Antes de continuar leyendo, consulte la clave de corrección.

Y ahora los problemas ¡son para usted!. Resuélvalos razonando cada paso y tomando como modelo los ejemplos que analizamos juntos. Si las dudas persisten, no deje de consultar a su tutor y de revisar la clave de corrección.

Actividad 11
a) De las 10 niñas de una clase, 3 tienen los ojos azules. Se eligen 5 niñas al azar. Sea X la variable aleatoria que denota la cantidad de niñas de ojos azules que integran la muestra. Armar la distribución de X

b) Se extraen dos bolillas de una urna que contiene bolillas así numeradas: 1,2,3,4,5,6. Sea X la  variable aleatoria que denota la suma de los puntos obtenidos. Armar la distribución de X.

:::.. La estadística nos acerca a la probabilidad

Como ya se habrá dado cuenta, en matemática muchos conceptos se relacionan entre sí. Y a veces, para poder avanzar, es preciso revisar una y otra vez conceptos relacionados que, de no estar debidamente claros, pueden generar nuevas confusiones.

Para comenzar el estudio de este tema que ahora le proponemos es necesario, por ejemplo, conocer el concepto de variable estadística. Tal vez usted lo conozca, tal vez no. ¿Entonces?
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Para revisar este concepto, pídale a su tutor que le facilite el Libro 4 de EGB3. Allí bajo el título “Introducción a la Estadística” (página 80 y subsiguientes) se distinguen variables estadísticas cualitativas y cuantitativas y, entre estas últimas, variables continuas y discretas. 

Al comienzo de esta Unidad también hablamos de variables continuas y discretas. Pero las llamamos variables aleatorias ¿Qué relación existirá entre estas variables y las estadísticas?

Para averiguarlo será necesario que usted tome nota en su carpeta de cada nuevo concepto y de los pasos de cada ejemplo o actividad. Sólo así podrá identificar claramente sus dudas y recurrir, cuando sea conveniente, a su tutor o a la bibliografía indicada.

Ahora, vamos a concentrar nuestro análisis en las variables estadísticas cuantitativas y discretas para ver su relación con la probabilidad y las variables aleatorias ya estudiadas en este Módulo.
Para hacerlo, le proponemos la siguiente actividad:

Actividad 12
Construya la caja del segundo problema de la Actividad 11. Si no dispone de bolillas numeradas, utilice papelitos.

Extraiga 30 veces un par de papelitos o bolillas y anote la suma de puntos obtenidos. (Si se cansa, pida colaboración a su familia en una tarde de lluvia).

Con los resultados del experimento, complete el siguiente cuadro:

	Suma de puntos
	Cant. de veces que sale esa suma (Frecuencia absoluta)
	Frecuencia Relativa

	3
	
	

	4
	
	

	5
	
	

	6
	
	

	7
	
	

	8
	
	

	9
	
	

	10
	
	

	11
	
	


Recordemos que:

La frecuencia relativa es la fracción, del total de extracciones, que representa la cantidad de veces que sale esa suma.

Por ejemplo, si el 8 sale 4 veces, su frecuencia absoluta será 4 y su frecuencia relativa será 4/30.
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Si tiene alguna duda, revise los conceptos de frecuencia absoluta y frecuencia relativa en el Libro 4 de EGB 3, página 83 y subsiguientes o consulte a su tutor.

Cuando resolvió el segundo problema de la Actividad 11 obtuvo una distribución de probabilidad como la que sigue:

	X
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	p(x) 
	1/15
	1/15
	2/15
	2/15
	3/15
	2/15
	2/15
	1/15
	1/15


Esto significa que, en teoría, usted esperaba –por ejemplo- que una de cada 15 veces la suma obtenida fuese 3.

¿Existe alguna relación entre estas probabilidades calculadas y las frecuencias relativas obtenidas experimentalmente?

Si repite el experimento 30 veces, entonces esperará que 2 veces (1 de cada 15) el resultado sea 3. ¿Fue esto lo que ocurrió en la práctica?

Atención!!!. Esto no quiere decir que en 30 extracciones exactamente 2 veces la suma de puntos obtenidos va a ser igual a 3, ni que en 90 exactamente 6 veces va a ocurrir este resultado.

Observe que, al comenzar, hablábamos de que la estadística nos acerca a la probabilidad (y viceversa).

Calculando la probabilidad es posible estimar la cantidad de veces que ocurrirá un determinado resultado en n repeticiones de un experimento.

Pero nunca olvidemos que estamos trabajando con experimentos cuyos resultados dependen del azar.

Y aunque sea poco probable puede ocurrir que realizando 30 extracciones, no obtengamos nunca una suma igual a 3.

En 100 veces, en cambio, que no obtengamos ningún 3 es prácticamente imposible.

Porque cuantas más extracciones haga, la fracción del total representada por la suma igual a 3 (su frecuencia relativa), cada vez será más cercana a la probabilidad calculada (1/15).

La probabilidad "calculada" se denomina probabilidad teórica.

Cuánto mayor sea el número n de repeticiones de un experimento, más se aproxima la frecuencia relativa a la probabilidad teórica.
Esto es válido para todo experimento aleatorio.

Y esta la forma en la que la estadística nos acerca a la probabilidad...

:::.. Cálculo de parámetros de posición y dispersión

:::.. Introducción

Los parámetros estadísticos son números que se emplean para organizar y presentar la información contenida en un conjunto de datos. 

Los dos parámetros más usados en estadística son el promedio o media aritmética (que es un parámetro de posición) y el desvío estándar (que es un parámetro de dispersión).

En este apartado usted verá qué significado tiene cada uno de ellos y cuál es la diferencia entre parámetros de posición y dispersión, y adquirirá algunas herramientas para el cálculo de los mismos.

Como siempre, le recomendamos tomar nota en su carpeta de cada definición, cada fórmula y cada paso seguido en el planteo y resolución de ejemplos y actividades, registrando claramente sus dificultades para acercarlas a los encuentros tutoriales.

:::.. Parámetros de posición: Media, moda y mediana

Martín Gardner en su libro “¡Aja! Paradojas” nos cuenta la historia de la fábrica del Sr. Artilugio (PRODILUGIO S.A.) y su nuevo empleado Félix, quien fuera víctima de los engaños de los parámetros estadísticos de posición.

La dirección de PRODILUGIO está a cargo del Sr. Artilugio, su hermano y seis parientes. La fuerza laboral consiste en cinco encargados y diez operarios. Los negocios van bien y la fábrica precisa un operario más.

El Sr. Artilugio entrevista a Félix, candidato al puesto, y le explica que su empresa paga muy bien, ya que el salario medio es de $600 semanales. 

Al cabo de unos cuantos días, Félix quiso ver al jefe. 

Este fue su diálogo:

Félix: -¡Me ha engañado usted! He hablado con los otros operarios y ninguno gana más de $200 a la semana. ¿Cómo puede ser que el salario medio sea de $600?

Sr. Artilugio: -Vamos Félix, no se excite. El salario medio es de $600 y se lo voy a demostrar. Vea esta nómina por favor.

	Empleado
	Sueldo semanal

	Sr. Artilugio
	$4800

	Hermano del Sr. Artilugio
	$2000

	6 parientes
	$500 (c/u)

	5 capataces
	$400 (c/u)

	10 operarios
	$200 (c/u)

	Total            23 empleados:
	$13.800


El sueldo promedio resulta entonces: 
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Félix consideró que, si bien era cierto que el sueldo medio resultaba de $600, de todas formas lo habían engañado.

Pero el Sr. Artilugio insistió y le propuso ordenar los sueldos de mayor a menor:

4800, 2000, 500, 500, 500, 500, 500, 500, 400, 400, 400, 400, 400, 200, 200, 200, 200, 200, 200, 200, 200, 200, 200.

El valor 400 indicado en rojo, ocupa el lugar central en esa sucesión (existe la misma cantidad de valores de la variable sueldo por encima que por debajo de él). El Sr. Artilugio le explicó a Félix que esa era la mediana. 

Pero Félix continuaba insatisfecho con estos argumentos y volvió a preguntar ya un poco alterado:

Félix: -¿Y qué significan entonces los $200?

Sr. Artilugio: -Eso, muchacho, se llama moda. Y es el salario ganado por el mayor número de personas.

Sin duda, después de la experiencia de Félix, la representatividad de la media, la moda y la mediana para caracterizar una situación (en este caso, la situación salarial de los empleados del Sr. Artilugio) será un motivo de análisis y discusión.

¿Para qué nos sirve entonces calcular estos parámetros? ¿La información que brindan es suficiente? ¿Cómo deberíamos complementarla?

Retomaremos estas preguntas y este análisis cuando todos los conceptos estén suficientemente claros.

:::.. Recapitulemos
El valor medio, promedio o media aritmética se simboliza 
[image: image8.wmf]x

 y se obtiene sumando todos los valores de la variable X y dividiendo ese resultado por el número total de datos que integran la muestra.
En el ejemplo:
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Observe que esta expresión equivale a:
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Las fracciones, representan las frecuencias relativas de cada valor de la variable estadística sueldo.

Observación: Si retomamos la distribución de probabilidad de la variable aleatoria suma del segundo problema de la Actividad 11 (que es una distribución de probabilidad de una variable aleatoria discreta).

	X
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	p(x) 
	1/15
	1/15
	2/15
	2/15
	3/15
	2/15
	2/15
	1/15
	1/15


podemos calcular su valor medio de la misma forma, utilizando la probabilidad teórica en lugar de las frecuencias relativas.

Así, la suma promedio resulta:
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Ese valor medio es teórico y a él se aproximan los valores medios obtenidos a partir de muestras estadísticas, conocidos como valores medios muestrales.

Se llama muestra estadística a un conjunto posible de resultados del experimento, como el que usted obtuvo en su experiencia de la Actividad 12.

Si vuelve a realizar la experiencia, los resultados no se repetirán en forma idéntica. Es decir que habrá obtenido una muestra diferente de la anterior.

Si usted calcula el promedio a partir de las frecuencias relativas obtenidas en su tabla experimental de la Actividad 12 (¡Hágalo!) obtendrá un valor medio muestral próximo a 7.

Este valor muestral será más próximo a 7 cuanto más grande sea el tamaño de la muestra considerada. Aumentar el tamaño de la muestra significa trabajar con un conjunto más grande de resultados posibles que el anterior.

¿Se anima a completar una nueva tabla repitiendo la experiencia más de 30 veces para ver qué pasa? (Es decir, aumentando el tamaño de la muestra considerada).

Tomando esta misma Actividad como ejemplo, reforcemos los conceptos de mediana y moda.

Si ordenamos los datos de una muestra en forma ascendente o descendente, se llama mediana al valor de la variable que ocupa la posición central en esa sucesión.

Si la cantidad de valores que toma la variable en la muestra es par, se toma como mediana el promedio de los dos valores centrales.

En el caso considerado, los valores posibles de la variable son 15 (cantidad impar) y es 7 el que ocupa la 8ª posición (posición central):

3,4,5,5,6,6,7,7,7,8,8,9,9,10,11

Por lo tanto, la mediana es 7

Y, finalmente:

Se llama moda al valor de la variable que más veces se repite.

Por ende, en este ejemplo, la moda también es 7.

Atención: que la moda, la mediana y la media coincidan es algo que puede ocurrir, pero no es necesariamente así (de hecho, en el caso del Sr. Artilugio, estos tres parámetros tomaban tres valores diferentes). 

ACTIVIDAD 13
Determine la media, la moda y la mediana en las distribuciones de probabilidad obtenidas en:

a) La actividad  10 

b) El primer problema de la actividad 11.

Si tiene alguna duda, no deje de consultar la clave de corrección.

ACTIVIDAD 14
Estadísticas en el mercado de Liniers.

a) Lea atentamente el siguiente fragmento que corresponde a una nota publicada en el diario La Nación el 19 de julio de 2005 y luego responda las preguntas:


Vacunos: el Mercado de Liniers operó con una entrada de 9337 cabezas

Continúa la firmeza de los precios

 

  Ante otra oferta escasa se acentuó la competencia en los remates 

  Por novillos medianos y pesados se pagó un máximo de $ 2,50 

  Valores destacados para las vacas 

A pesar de normalizarse parcialmente la oferta ayer en el Mercado de Liniers -ingresaron 9337 vacunos frente a los infrecuentes 3392 del lunes-, las ventas fueron concertadas con invariable firmeza de la demanda para las diferentes categorías y clasificaciones. 

Si bien los operadores de compra trataron de diferenciar a las remesas especiales de las calificadas sólo buenas o regulares por calidad y grado de preparación, la necesidad de asegurar siquiera los compromisos mínimos de faena determinó un balance positivo de los negocios. 

La mayor oposición en los remates se observó al exponerse los novillos en sus distintos pesos y todos los tipos de vacas, incluidas las de conserva y manufactura, por la fuerte presión de los representantes de la industria. 

A excepción de las haciendas del tipo consumo liviano, que merecieron precios análogos a los registrados anteayer, las cotizaciones, en general, mostraron ventajas estimadas en 1 centavo. 

Cotizaciones máximas: novillos livianos, $ 2,48 por 17 animales con 416 kilos; novillos medianos, $ 2,50 por 41 y 37 con 437 y 444 kg, respectivamente; novillos pesados, $ 2,50 por 10 con 474 kg; novillos muy pesados, $ 2,42 por 12 con 533 kg; overos negros, $ 2,22 por 10 con 693 kg; cruzas, $ 2,43 por 15 con 429 kg; novillitos, $ 2,58 por 60 con 268 kg; vaquillonas, $ 2,55 por 20 y 10 con 261 kg; terneros, $ 2,65 por 31 y 45 con 213 y 227 kg, respectivamente; vacas, $ 2,25 por 26 con 412 kg, y toros, $ 2,20 por 8 con 824 kg.

Fin Txt. para leer

©  La Nación,  Continúa la firmeza de los precios, Buenos Aires, 19 de julio de 2005.

b) El precio promedio general de Mercados al Día resultó............. ¿Podría completarlo? Le sugerimos organizar la información en una tabla.

c) ¿Cuál fue el peso promedio de las reses vendidas?

:::.. Promedios en todas partes
Si continuamos leyendo el diario, encontraremos múltiples ejemplos en los cuales se alude al valor medio o valor promedio de alguna variable. Lo mismo ocurre en todos los medios masivos de comunicación. 

Sin embargo, cuando analizamos los salarios en la empresa del Sr. Artilugio, vimos que conocer el valor medio no resultaba un dato demasiado significativo a la hora de conocer la real situación salarial de sus empleados.

¿Por qué? (Proponga una respuesta antes de seguir leyendo).

Realmente, saber que el salario promedio de los empleados era de $600 no representaba la situación salarial de la mayoría, ya que existían salarios muy superiores a ese valor y otros tantos muy inferiores.

Esto nos indica que, además de conocer el valor promedio, es preciso saber si los valores que toma la variable considerada están o no muy dispersos con respecto a ese valor “central”. (Esto es si se apartan mucho o poco de él y con qué frecuencia). 
Veamos algunos ejemplos para aclarar esta cuestión:

ACTIVIDAD 15
Lea atentamente cada uno de los siguientes artículos. Analice el uso que se hace del promedio en cada uno de ellos ¿En cuáles cree que el promedio es representativo de la situación expuesta? Justifique sus repuestas.

Pantalla chica

FINAL

"Conflictos en red" terminó bien

 El unitario que emitió Telefé hasta anteanoche terminó su primera temporada con el mismo promedio que mantuvo durante todo el ciclo: 11,4 puntos de rating, que de todos modos no le alcanzó al ciclo de ficción para ganar su franja que quedó para el periodístico de Cuatro Cabezas, "La liga", que consiguió un promedio de 13,3 puntos. 

©  La Nación,  Confictos en red terminó bien -20 de julio de 2005.

ESTADÍSTICAS SOBRE EL NUEVO MAPA LABORAL

Los nuevos empleos tienen un salario promedio de 400 pesos

Eso es para los sueldos en blanco. Los empleados "en negro" ganan 200 pesos. En todos los casos reciben ingresos que están muy por debajo de la línea de pobreza.

La economía crece, la ocupación laboral también, aunque la calidad y los salarios de la gente desocupada que consiguió trabajo en los últimos meses son tan bajos que hasta no parecen cifras reales.

Los datos provienen de fuentes irrefutables, ya que fueron elaborados por la Fundación Mediterránea, en base a las cifras que se recogen a través de la Encuesta Permanente de Hogares del INDEC. 

El estudio marca que el trabajador que había estado desocupado en el segundo trimestre de 2004 y al año siguiente consiguió un empleo formal o en blanco, en promedio, pasó a ganar 403 pesos. Pero ésos, en realidad, fueron apenas una minoría.

El 53 por ciento de los desocupados que encontró un empleo lo obtuvo "en negro", con un ingreso promedio de 200 pesos. Mientras tanto, otro 33 por ciento de gente sin trabajo consiguió un empleo como cuenta propista por el que obtiene, en promedio, unos 236 pesos mensuales.

El informe, que fue elaborado por los especialistas María Laura Alzúa, Pablo Brassiolo y Hernán Ruffo, destaca además que "la mayor parte de los nuevos trabajadores formales provinieron de puestos informales, mientras que sólo el 12 por ciento lo hizo del desempleo".

La conclusión es que las empresas habrían blanqueado asalariados que no estaban registrados, mientras que la mayoría de los nuevos empleos siguió haciéndose "en negro". 

Algo similar ocurrió con los beneficiarios de planes sociales que encontraron trabajo. "El escaso número de trabajadores que pasaron de beneficiarse con un plan a ser ocupados formales consiguió, en promedio, un salario de bolsillo de 449 pesos", dice el informe de la Fundación Mediterránea. 

Por otra parte, siempre según este relevamiento, el grueso de los que cuentan con algún plan social y encontró un empleo lo terminaron consiguiendo "en negro" o como cuenta propistas, con ingresos que oscilan entre los 144 y los 193 pesos promedio.

 De esa manera, incluso si esa gente ocupada estuviese cobrando la ayuda del plan de 150 pesos, tendría un ingreso promedio que oscila entre los 300 y los 400 pesos. 

El informe agrega también que las actividades que más gente emplearon fueron las que están vinculadas a los sectores industriales, que, incluso en una alta proporción, absorbieron a gente que estaba anteriormente desarrollándose en las ramas de comercio o servicios. 

Los especialistas de la Fundación Mediterránea concluyen, que "todo esto no hace más que ilustrar lo que viene ocurriendo en la Argentina durante los últimos años: tanto los desocupados que consiguieron empleo como los beneficiarios de planes de empleo que obtuvieron empleos genuinos reciben ingresos muy por debajo de la línea de pobreza para una familia tipo, que se ubica en alrededor de 760 pesos mensuales".

Finalmente sostienen que todos ellos, "en el mejor de los casos, si consiguieron un empleo formal, obtuvieron un ingreso equivalente a poco más de la mitad del costo de la canasta básica".

©  Clarín,  Los nuevos empleos tienen un salario promedio de 400 pesos, Buenos Aires, 14 de marzo de 2005.

Marte "siempre fue frío"



Un estudio químico de meteoritos marcianos reveló que el planeta siempre fue frío y sus temperaturas pocas veces fueron más que heladas

Investigadores estadounidenses informaron en un artículo para la publicación "Science", que pudieron determinar la temperatura máxima que han experimentado las rocas del planeta Marte. 

El equipo afirmó que no existe evidencia de que alguna vez fueran cálidas las temperaturas marcianas, ya que los meteoritos habrían registrado condiciones similares a la superficie durante 4.000 años. 

El estudio muestra que Marte nunca fue lo suficientemente cálido como para garantizar la presencia de agua líquida en su superficie durante prolongados periodos de tiempo. 

A pesar de que la temperatura promedio actual en el ecuador de Marte es cerca de 55 grados Celsius, muchos científicos creen que el Planeta Rojo fue lo suficientemente cálido alguna vez para que pudiera existir agua líquida en su superficie. 

Por lo tanto, también creían en la posibilidad de que existiera vida humana en Marte.

Existe bastante evidencia de que el agua fluyó en la superficie. Esto incluye la presencia de profundos cañones, ríos que se han secado y muchos ejemplos de depósitos dejados por el correr del agua. 

Un cuadro diferente 

Pero el reciente análisis -de David Shuster, del Instituto de Tecnología de California, y Benjamín Weiss, del Centro de Geocronología de Berkeley- de meteoritos que se han disparado desde la superficie de Marte hacia la Tierra, parece presentar un cuadro diferente. 

Los científicos pudieron reconstruir, utilizando técnicas de análisis geoquímicas, una historia "térmica" para cada uno de los meteoritos para calcular las temperaturas máximas de largo plazo a las que fueron sometidos. 

Sus conclusiones fueron que los meteoritos no pudieron nunca haber sido calentados a una temperatura mayor de 350 Celsius ni siquiera por un breve intervalo de tiempo durante los últimos 11 a 15 años. 

©  La Nación,  Marte “siempre fue frío”, Buenos Aires, 22 de julio de 2005. 

:::.. Una medida de la dispersión: La desviación estándar

Como vimos en todos los ejemplos presentados hasta aquí, el valor medio es más representativo de una situación y de una muestra, en tanto los valores que toma la variable están poco dispersos con respecto a él.

Consideremos un ejemplo bien sencillo y concreto. Dos grupos de alumnos rindieron una evaluación de matemática. Dichos grupos –llamémoslos A y B- están integrados por 10 alumnos cada uno.

La distribución de las notas obtenidas en cada uno fue la siguiente:

GRUPO A

	Nota obtenida
	Cantidad de alumnos

(Frecuencia absoluta)

	1
	-

	2
	-

	3
	-

	4
	-

	5
	1

	6
	2

	7
	4

	8
	2

	9
	1

	10
	-


GRUPO B

	Nota obtenida
	Cantidad de alumnos

(Frecuencia absoluta)

	1
	-

	2
	-

	3
	-

	4
	3

	5
	2

	6
	-

	7
	-

	8
	-

	9
	2

	10
	3


Calcule la nota promedio para cada uno de los grupos ¿Qué ocurrió?

¿Cree que los dos grupos son “equivalentes” a la hora de evaluar su rendimiento en matemática? (Proponga una respuesta antes de seguir leyendo).

Efectivamente, si bien el promedio es el mismo para los dos grupos, ese valor de la nota promedio (7) es representativo a la hora de describir el rendimiento del grupo A, no así del grupo B.

En el grupo A los resultados obtenidos por los distintos alumnos, aparecen concentrados alrededor de ese valor medio 7. En el grupo B, no.

Vamos a definir entonces un parámetro que nos permita “medir” esa “no concentración”, esa dispersión. 

A ese parámetro lo llamamos desviación estándar de la variable X y lo simbolizamos con la letra griega sigma (().
Vamos a “construir” juntos el cálculo del parámetro (. Para ello, trabajaremos en primer lugar con las notas del grupo A:

Como queremos ver cuánto se aparta cada valor de la variable con respecto a la media, deberíamos calcular la diferencia entre cada valor de X y 
[image: image12.wmf]x


Luego, deberíamos promediar estas diferencias, obteniendo su valor medio.

Si lo hiciéramos así resultaría:
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¿Es verdad que –en promedio- el “apartamiento” de las notas obtenidas por los alumnos con respecto al valor medio es igual a 0?

Definitivamente, no. Las notas de los distintos alumnos se dispersan con respecto a la media. Decir que el “apartamiento” de los valores de la variable con respecto a la media es igual a 0 equivaldría a pensar que todos los alumnos obtuvieron una nota igual a 7 y esto no fue así.

¿Cuál es el error entonces?

El problema es que considerando diferencias positivas y negativas (los valores están alejados de la media, algunos por exceso y otros por defecto) éstas se compensan entre sí.

Hay más de una forma de resolver este “problema” de los signos y evitar compensaciones. Una, que es la que adoptaremos, consiste en elevar las diferencias al cuadrado. 

Pero claro, de esta forma, obtenemos un desvío “al cuadrado” promedio, que se conoce como varianza y se simboliza (2:
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La desviación estándar, entonces, se obtiene calculando la raíz cuadrada positiva de la varianza. 
Así la desviación estándar para el grupo A, resulta:
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En tanto para el grupo B resulta:
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Como puede verse en el ejemplo considerado, el valor de la desviación estándar es mayor para el grupo B –valores más dispersos, menos representatividad de la media- que para el grupo A.

ACTIVIDAD 16
a) Calcule la desviación estándar para las variables involucradas en las actividades 10, 11 y 14.

b) Analice y compare los resultados obtenidos.
ACTIVIDAD 17
a) Calcule la desviación estándar en los salarios semanales de la fábrica del Sr. Artilugio. 

b) Proponga una situación en la cual un salario medio de $600 sí resulte representativo de la distribución de los sueldos y justifique su propuesta utilizando la desviación estándar.
Unidad 3: Algunas distribuciones especiales

:::.. La distribución normal
:::.. Una campana con muchas aplicaciones.
Hasta ahora, todas las variables aleatorias con las que trabajamos fueron discretas. A cada resultado de un experimento aleatorio le hicimos corresponder un número real.

Pero al comenzar nuestro estudio de las variables aleatorias dijimos que estas también podían ser continuas, cuando a cada resultado de un experimento aleatorio le hacíamos corresponder un intervalo de números reales.

La aparición de intervalos de números reales se hace frecuente cuando trabajamos con los resultados de una medición. Y medir es, sin duda, un experimento aleatorio. Al medir una magnitud son muchos los factores que hacen que el resultado fluctúe, que no podamos garantizar la exactitud del valor medido, y esas fluctuaciones tienen que ver con el azar.

Así, por ejemplo, si queremos medir la longitud de un tornillo, el diámetro de una tuerca, la capacidad de una cisterna para almacenar combustible en una estación de servicio, el peso de un ascensor cargado o la resistencia de una lamparita, no podremos dar valores exactos, sólo podremos dar un intervalo de valores (más o menos acotados) entre los cuales se encuentra el valor real de la magnitud a medir.

Y esta limitación de no poder garantizar un valor exacto tiene que ver con una gran cantidad de factores –la precisión del instrumento de medición utilizado, las condiciones en las que se realiza la medición, las características del objeto a medir- independientes entre sí y que son producto del azar. 
Esta imposibilidad de garantizar valores “exactos” se aplica también a los procesos de fabricación en serie de determinados productos.

Sugerencia: A continuación usted incorporará nuevos conceptos y aparecerán nuevas definiciones. Es importante que vaya siguiendo todo el proceso tomando nota en su carpeta de cada una de ellas. También es preciso que construya todas las gráficas y las analice, aun en aquellos ejemplos y ejercicios que aparecen resueltos en el Módulo. Recuerde que de su organización para el estudio depende el mejor aprovechamiento que usted pueda hacer de los encuentros con el tutor.

:::.. Pero vayamos a un ejemplo concreto...

Consideremos la producción de tuercas de una determinada compañía. Las tuercas deben tener un diámetro de 5 mm. Ese es el valor medio o valor esperado del diámetro. De acuerdo a todas nuestras consideraciones anteriores, sabemos que el fabricante no puede garantizar que las tuercas midan exactamente 5 mm de diámetro, pero sí que la mayoría tengan diámetros próximos a ese valor.

Seguramente, las fluctuaciones propias del proceso de fabricación (que obedecen al azar) provocarán que algunas tuercas deban descartarse por ser demasiado grandes y otras por ser demasiado pequeñas. Lo deseable, para el fabricante, es que se descarte el menor número posible de tuercas.

Si representamos gráficamente en un par de ejes cartesianos los valores del diámetro de las tuercas (en el eje X) y la frecuencia relativa con la que aparece cada uno de ellos en una muestra de la producción diaria de la fábrica (en el eje Y), obtenemos una curva como esta:
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Esta curva, con forma de “campana” se conoce como curva normal o campana de Gauss, en honor a Karl Gauss el matemático alemán que encontró la fórmula que describe esta función. (Esa fórmula excede los objetivos de este Módulo por eso no la incluimos aquí).

Lo cierto es que en la campana se pone en evidencia, gráficamente, que las mayores frecuencias relativas corresponden a los valores de los diámetros próximos a 5 mm (el valor medio o valor esperado) y estas frecuencias disminuyen a medida que nos alejamos de aquel (la curva se va acercando cada vez más al eje X).

Es decir que la campana tendrá su “centro” (su eje de simetría) en el valor de 
[image: image15.wmf]x

 y dependerá de la desviación estándar (() que los valores se encuentren más o menos dispersos con respecto a la media.

Así, en el caso considerado, si el fabricante de tuercas ajustara sus máquinas de modo de disminuir su desviación estándar, tendríamos una campana más “flaca y alta” que la anterior, por ejemplo como esta:

       F rel.[image: image255.wmf])

/

(

).

(

)

(

B

O

p

B

p

O

B

p

=

I



               0    1    2    3    4    5     6    7     8    9            X (mm)

Esto significa que las curvas normales varían su eje de simetría conforme al valor de 
[image: image16.wmf]x

 y su forma de acuerdo con el valor de (.

Es decir que existen infinitas curvas normales y cada par de valores 
[image: image17.wmf]x

 y ( caracteriza a cada una de ellas.

Por ello, si una variable aleatoria se distribuye normalmente, diremos que es una V.A.N (
[image: image18.wmf]x

;() (Variable aleatoria normal caracterizada por determinados valores de 
[image: image19.wmf]x

 y ()

Como recordará, en la Unidad 2, vimos cómo las frecuencias relativas se asocian con la probabilidad ya que -cuando el número de pruebas es grande- la frecuencia relativa se aproxima a la probabilidad teórica.

La curva normal en la que representamos frecuencias relativas, nos servirá para el cálculo de probabilidades.

Así, por ejemplo, el área sombreada en la figura, representará la probabilidad de que el diámetro de una tuerca tomada al azar esté entre 4 mm y 6 mm.
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:::.. La cuestión es ¿Cómo calcular ese área? 

Existe una operación apropiada – el cálculo de integrales, que seguramente estudiará en el módulo de Análisis Matemático - para obtener el valor del área bajo una curva que representa una función.

Pero no es necesario que conozca esa operación para determinar el valor de un área como la sombreada en la figura.

Decíamos, al comienzo de este apartado, que la curva normal tiene muchísimas aplicaciones. Por ende, resulta cómodo y práctico que las áreas bajo las curvas normales estén tabuladas.

Pero si existe una curva normal distinta para cada par de valores de 
[image: image20.wmf]x

 y ( ¿Cómo tabularlas a todas?

En realidad, las que están tabuladas son las áreas bajo la curva normal estándar. Se llama curva normal estándar a aquella cuyo valor medio es 0 y su desvío es 1. Es decir que 
[image: image21.wmf]x

= 0 y ( = 1.

Si usamos la notación propuesta más arriba, resulta que, si la variable X tiene distribución normal estándar, significa que X es una V.A.N (0;1).

Su gráfica tiene aproximadamente esta forma:
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En –1 y 1 se encuentran los “puntos de inflexión” de la campana (es decir los puntos en los que cambia su curvatura). Esto es así porque en la curva normal estándar el valor medio es 0 y el desvío es 1.

Esta observación es general y, en todas las campanas, se verifica que los puntos de inflexión están en 
[image: image22.wmf]x
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Gráficamente:
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Si comparamos diferentes campanas normales con distintos valores de 
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 y (, obtenemos distintos gráficos pero, en todos, se verifica que las áreas sombreadas son equivalentes: 
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Y, a su vez, equivalen a este área sombreada en la curva normal estándar:
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Así, tomando como eje el valor medio, el área encerrada bajo la curva a más (o menos) un desvío estándar, a dos, o a tres, es la misma para todas las campanas normales.
Esta propiedad es la que se utiliza para resolver los problemas.

Primero, se toma como centro el valor medio y después vemos cuántos desvíos estándar caben en el área que deseamos calcular.

Esto significa tomar al desvío estándar (() como unidad de medida del área. Diremos: en el área sombreada el desvío cabe 1, 2 3... tantas veces como corresponda.

De esta forma relacionaremos el área cuyo valor necesitemos –bajo una curva normal cualquiera- con su equivalente en la curva normal estándar –cuyas áreas están tabuladas-.

:::.. Todo esto resultará más claro si vemos cómo funciona en un problema:

Si la vida media de una bacteria es normal (600 ; 60) en días, indicar qué probabilidad hay de que una bacteria viva entre 500 y 800 días.

La variable aleatoria X representa la vida media de las bacterias en días. 
[image: image37.wmf]x

=600 días (valor medio) y ( = 60 días.

Gráficamente, la probabilidad pedida está dada por el valor del área sombreada: 
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¿Cómo determinamos ese valor?

Para obtener el área equivalente en la curva normal estándar, debemos desplazar la campana a 0 (“centro” de la campana estándar) y ver cuántas veces cabe el desvío (en este caso 60) en el área que deseamos calcular.

Para ello realizamos la siguiente conversión (llamamos t a los valores correspondientes a cada valor de X en la curva normal estándar):
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Esto significa que el área que deseamos obtener es equivalente al área comprendida entre –1,67 y 3,33 bajo la curva normal estándar (y esa está tabulada).

Si vemos en el anexo de la página ...* la tabla correspondiente a “áreas de la curva normal estándar” observamos que esta nos da las áreas comprendidas entre 0 y valores positivos de t (redondeados a centésimos).

Si buscamos el área entre 0 y 3,33 –que simbolizamos ( (3,33)- resulta ((3,33)= 0,4996.

Si queremos el área entre –1,67 y 0, notamos que-dada la simetría de la campana con respecto al cero- esta es la misma que el área entre 0 y 1,67.

Buscamos entonces ( (1,67) = 0,4525

* (162) para completar según armado
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t (VAN estándar)

La probabilidad pedida será entonces :

P (500 ( X ( 800) = ( (3,33) + ( (1,67) = 0,4996 +0,4525 = 0,9521

Esto significa que el 95,21% de las bacterias vive entre 500 y 800 días.

Observación importante: Como la campana completa corresponde a la totalidad de valores posibles de X el área total bajo la curva es igual a 1.

Y como la campana es simétrica con respecto al eje y, el área a cada lado de este eje es igual a 0,5
ACTIVIDAD  18
Resolver los siguientes problemas:

Sugerencia: Siga como modelo de resolución el ejemplo presentado acerca de la vida media de las bacterias. En todos los casos grafique la campana normal correspondiente y luego estandarice la variable X para encontrar el área equivalente a la que usted necesita en la curva normal estándar. Recuerde que una tabla con las áreas bajo dicha curva se incluye como anexo.

a) Una compañía fabrica focos cuya duración es una V.A.N con media 800 horas y desvío igual a 40 horas. ¿Cuál es la probabilidad de que un foco dure entre 778 y 834 horas?

b) Los diámetros de los remaches producidos por una máquina tienen distribución normal de media igual a 3 mm y ( = 0,01 mm. La especificación para los mismos es de 3 mm con una tolerancia de ( 0,025 mm, y el resto se consideran defectuosos. ¿Cuál es la probabilidad de que un remache tomado al azar, de esa producción, resulte defectuoso?

c) Supóngase que una pieza es declarada buena si pasa por un cierto calibre de 5 mm de diámetro. Sea una producción de dichas piezas cuyos diámetros tienen una distribución normal (4,8 ; 0,2) mm. Indicar qué porcentaje de esta producción será declarado bueno.

  Para profundizar con su tutor: La distribución binomial y las pruebas repetidas

Una vez más le proponemos abordar temas optativos de mayor dificultad. Si usted acepta el desafío de profundizar su estudio de las probabilidades, incluyendo conceptos no obligatorios, esta es otra oportunidad de hacerlo.

Dada la complejidad de algunos de ellos le sugerimos anote cuidadosamente las dudas que se le presenten para trabajarlas junto a su tutor.

Vamos a considerar ahora una clase particular de experimento aleatorio.

Para ver de qué se trata, analizaremos un problema:

El albañil Pedro Cáceres tiene probabilidad 2/3 de llegar a horario a su trabajo cuando viaja en colectivo. Si Pedro viaja los 5 días de esta semana en colectivo ¿Cuál es su probabilidad de llegar a horario exactamente 3 veces?

Pedro repite 5 veces la misma “prueba” (ir en colectivo a su trabajo) y , en cada repetición, tiene la misma probabilidad de “éxito” (llegar a horario). Esa probabilidad constante (llamémosla p) es 2/3.

Si su probabilidad de “éxito” es siempre la misma, significa esto que el resultado en cada repetición de la prueba es INDEPENDIENTE de los resultados obtenidos en las demás. Esto quiere decir que no importa que haya sucedido el lunes (si llegó a horario o no), el martes, su probabilidad de llegar a horario sigue siendo 2/3 (no depende de lo ocurrido el día anterior).

Supongamos también que sólo le interesa clasificar los posibles resultados en dos categorías: “éxito” y “fracaso” y no hay una tercera opción.

El “éxito” es llegar a horario y el “fracaso” llegar tarde.

Si no hay otras opciones (sólo son dos los resultados posibles de la prueba), su probabilidad de “fracaso” sería 1-p, o sea 1/3. ¿Por qué?
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Si no encuentra la respuesta, revea la clave de corrección para la Actividad 10 de la Unidad 2. Si aun así persiste la duda, no deje de registrar la dificultad en su carpeta para consultar a su tutor.

Tenemos entonces que Pedro, al viajar los 5 días de la semana en colectivo a su trabajo, está realizando 5 PRUEBAS INDEPENDIENTES REPETIDAS (decimos repetidas porque, en cada una, las condiciones son idénticas y la probabilidad de “éxito”- llegar a horario - es constante, siempre vale 2/3, es independiente de lo ocurrido el día anterior).

Su probabilidad de “fracaso” (llegar tarde) es 1/3. (No hay tercera opción, no hay un tercer resultado posible de la “prueba”).

Si llamamos “n” a la cantidad de veces que Pedro repite la prueba y, como ya dijimos, “p” a la probabilidad de “éxito” y “1-p” a la probabilidad de “fracaso”, resulta que:

Pedro realiza 5 PRUEBAS INDEPENDIENTES REPETIDAS:
n = 5 

Su probabilidad de “éxito” es 2/3:




 p = 2/3

Su probabilidad de “fracaso” es 1 –2/3 = 1/3:


1-p = 1/3

Y si usamos la letra h para contar la cantidad de “éxitos” estamos pidiendo P (h = 3) – la probabilidad de tres “éxitos” - porque queremos exactamente tres “éxitos” (el problema nos pedía calcular la probabilidad de que Pedro llegara a horario exactamente 3 veces esta semana).

Es decir que, de los 5 días de esta semana, Pedro llega a horario 3 días y llega tarde 2. Tiene 3 “éxitos” y 2 “fracasos” en una serie de 5 pruebas repetidas.

Piense ¿cómo calcularía esa probabilidad? 

Inténtelo antes de seguir leyendo. Recuerde lo que vio acerca de sucesos independientes y la probabilidad de su intersección en la sección optativa de la Unidad 1. Vuelva atrás a releerla si lo necesita. ¿Qué operación debe hacerse entre las probabilidades de los distintos sucesos independientes cuya intersección desea calcular?).

Seguramente, usted habrá propuesto realizar una multiplicación como esta (o similar):
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Pero claro, también podría haber propuesto algo así:
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P(h = 3) = 
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¿Cuál es el “problema”? Que las tres llegadas a horario no tienen por qué ser en días consecutivos, ni ser necesariamente los tres primeros días de la semana o los tres últimos.

Las secuencias de multiplicaciones que acabamos de proponer son sólo dos de las posibles. ¿Se le ocurren otras? Escríbalas en su carpeta.

Tal vez a usted ya se le habían ocurrido otras al comienzo. ¿Qué es lo que diferencia a una secuencia de las demás? 

Piense ¿Qué puede cambiar si es que mantenemos fijo el hecho de que Pedro, de los 5 días de la semana, llegue a horario 3 días y tarde otros 2?

Y otra cuestión para analizar ¿Cambia el resultado obtenido al variar la secuencia?. (Intente responder todas las preguntas antes de seguir leyendo. Anote todas sus dificultades para consultar a su tutor)

Seguramente usted se habrá dado cuenta de que lo que podemos cambiar entre una y otra secuencia son los días de la semana en los cuales se producen los “éxitos”.

Es decir que Pedro puede llegar a horario a su trabajo:
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el lunes, el jueves y el viernes
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Y, efectivamente, si tenemos en cuenta que “el orden de los factores no altera el producto”, cualquier secuencia con 3 llegadas a horario y 2 llegadas tarde dará como resultado la misma probabilidad: 8/243

Es decir que encontramos 10 secuencias posibles tales que en ellas se cumple que h (el número de ”éxitos”) es igual a 3.

Ahora bien: ¿Cómo podríamos haber determinado este número de secuencias posibles sin escribirlas todas? 

Si queremos encontrar el número total de secuencias que cumplen con la consigna: h = 3. ¿Qué herramienta podemos utilizar?

Piense que estamos eligiendo tres días entre los cinco de la semana para que Pedro llegue a horario a su trabajo. Una vez más se trata de elegir n elementos (3 días, n = 3) entre m (los 5 días de la semana, m =5) y no nos importa el orden en que los elegimos (es lo mismo decir que Pedro llegó a horario el lunes, el martes y el viernes que decir que lo hizo el lunes, el viernes y el martes).

Entonces (y recordando lo aprendido en la Unidad 1) ¿Cómo calculamos el número total de secuencias en las que se verifica que h = 3? 

(Intente una respuesta antes de seguir leyendo).

Efectivamente, ese número 10 (total de secuencias posibles) surge de calcular las combinaciones simples de 5 elementos (la cantidad de pruebas realizadas, los 5 días de la semana) tomados de a 3 (la cantidad h de “éxitos”, los 3 días que Pedro llega a horario):
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Si no recordaba esta fórmula, o tiene dudas en su aplicación, no deje de revisar nuevamente la Unidad 1 o consultar a su tutor.

La probabilidad de que Pedro llegue a horario a su trabajo exactamente 3 días de la semana -P (h = 3)- resulta entonces igual al producto entre la probabilidad de una secuencia y la cantidad de secuencias posibles.

Simbólicamente:
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P (h = 3) = 10. 

[image: image290.wmf]243

8

3

1

.

3

2

.

3

2

.

3

1

.

3

2

=


[image: image291.wmf]243

8

3

2

.

3

2

.

3

1

.

3

1

.

3

2

=


Cant. de

Probabilidad

secuencias
de una secuencia

posibles

Si reemplazamos a 10 por las combinaciones simples de 5 elementos tomados de a 3 y expresamos los productos de factores iguales como potencias, podríamos escribir:
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Vamos a analizar, uno por uno, los componentes de la fórmula que acabamos de armar. Es importante que usted tome nota de todos los pasos en su carpeta y registre sus dificultades para consultarlas en la tutoría.

Recordemos la notación que habíamos propuesto al comienzo.

Pedro realiza 5 PRUEBAS INDEPENDIENTES REPETIDAS:
n = 5 

Su probabilidad de “éxito” es 2/3:




p = 2/3

Su probabilidad de “fracaso” es 1 –2/3 = 1/3:


1-p = 1/3
La cantidad de “éxitos” solicitada es 3



h = 3

Estamos calculando la probabilidad de obtener exactamente 3 éxitos (h = 3) en 5 pruebas repetidas (n =5)

Y en la fórmula aparecen: 

· el número de combinaciones simples de 5 elementos (el número de pruebas) tomados de a 3 (el número de éxitos).
[image: image296.wmf](

)

h

n

p

-

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

1

3

2

1

3

1

3

5

2


[image: image297.wmf]h

p

)

(

5

1

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ


[image: image298.wmf]C

C

h

n

=

1

4


· [image: image299.wmf](
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la probabilidad de “éxito” (p = 2/3) elevada el cubo (3 es el número de éxitos, h).
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· la probabilidad de “fracaso” (1-p = 1/3) elevada al cuadrado (2 es la cantidad de fracasos, es la diferencia entre 5 –el número total de pruebas- y 3 –la cantidad de “éxitos”-.) En un total de 5 pruebas, si hay 3 “éxitos”, el resto (5-3 = 2) son “fracasos”.
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Como se dará cuenta, estamos tratando de buscar regularidades para, de este modo, llegar a una fórmula general para este tipo de problemas con pruebas independientes repetidas.

Esta fórmula resulta interesante porque tiene muchas aplicaciones. Una situación en la que, por ejemplo, se realizan pruebas independientes repetidas es en los procesos de control de calidad.

Estos procesos se asemejan bastante a lo que plantea la siguiente situación problemática que analizaremos juntos.

Sugerencia: Registre este problema en su carpeta y vaya proponiendo sus propias respuestas a cada interrogante para luego confrontarlas con las del Módulo.

Se determinó en base a numerosas experiencias previas que 1/5 de los fusibles que produce una máquina son defectuosos. Se seleccionan 4 fusibles al azar. Calcular la probabilidad de obtener exactamente un fusible defectuoso en el grupo elegido.

Para relacionar este problema con el anterior, trataremos de identificar los mismos elementos.

Pero antes, vale una aclaración: Como aquí nos interesa registrar el número de fusibles defectuosos, usted deberá considerar como “éxito” que el fusible sea defectuoso. Por eso usamos la palabra “éxito” entre comillas. Recuerde que “éxito” es, en cada caso, lo que a usted le interesa contar.

Al extraer los 4 fusibles realizamos 4 PRUEBAS INDEPENDIENTES REPETIDAS:








    n = 4

La probabilidad de “éxito” (sacar un fusible defectuoso) es 1/5 :
  p = 1/5

La probabilidad de “fracaso” (sacar un fusible bueno) es 1 –1/5 = 4/5:
 
1-p = 4/5
La cantidad de “éxitos” solicitada es 1




     h = 1

Si necesitamos sacar exactamente un fusible defectuoso, los otros tres deberán ser buenos. Una secuencia posible sería entonces:

(Proponga una usted antes de seguir leyendo).
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P(h = 1) = 
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Deberíamos ahora multiplicar la probabilidad de una secuencia por el número total de secuencias posibles con un fusible defectuoso y tres buenos.

¿Cuántas son dichas secuencias? ¿Cómo las podemos determinar?

(Proponga usted una respuesta antes de seguir leyendo).
Efectivamente, el fusible defectuoso puede ser el 1°, el 2°, el 3° o el 4°. La cantidad total de secuencias posibles es 4.

Esto coincide con el número de combinaciones simples de 4 elementos tomados de a 1, a saber:
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Finalmente, multiplicando, resulta:
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P (h = 1) =  4. 
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Y reemplazando por las expresiones equivalentes podemos escribir:

[image: image313.wmf]15

1

.

2

5

.

6

2

2

6

2

6

=

=

=

P

V

C

[image: image314.wmf]10

1

.

2

4

.

5

2

2

5

2

5

=

=

=

P

V

C


[image: image315.wmf]550

.

17

25

.

26

.

27

3

27

=

=

V


[image: image316.wmf]720

8

.

9

.

10

3

10

=

=

V

P (h = 1) =

Nuevamente observamos que:

Estamos calculando la probabilidad de obtener exactamente 1 éxito (h = 1) en 4 pruebas repetidas (n =4)

Y en la fórmula aparecen: 

· el número de combinaciones simples de 4 elementos (el número de pruebas) tomados de a 1 (el número de éxitos).
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la probabilidad de “éxito” (p = 1/5) elevada a la uno (1 es el número de éxitos, h).
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· la probabilidad de “fracaso” (1-p = 4/5) elevada al cubo (3 es la cantidad de fracasos, es la diferencia entre 4 –el número total de pruebas- y 1 –la cantidad de “éxitos”-.) En un total de 4 pruebas, si hay 1 “éxito”, el resto (4-1 = 3) son “fracasos”.

[image: image323.wmf]casos

 

de

 

 total

número

favorables

 

casos

 

de

 

número

suceso

un 

 

de

 

ad

probabilid

=

[image: image324.wmf]3

2

2

.

3

2

2

3

2

3

=

=

=

P

V

C


[image: image325.wmf]21

2

42

2

2

7

2

7

=

=

=

P

V

C


[image: image326.wmf]10

3

210

63

=

=

p

[image: image327.wmf]30

1

210

7

=

=

p


Observando los ejemplos presentados y analizando las regularidades que aparecen podemos generalizar y, usando la notación propuesta, obtenemos la formula conocida como fórmula binomial o de Bernoulli, para calcular la probabilidad de tener h éxitos en n pruebas independientes repetidas con una probabilidad constante de éxito igual a p:
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P(h éxitos) =




Fórm. de Bernoulli









             o binomial 

Cuando utilizamos como variable aleatoria el número de éxitos h y armamos su distribución de probabilidad, decimos que esa variable aleatoria tiene distribución binomial. (Ya que las probabilidades de la tabla se calculan utilizando la fórmula que acabamos de deducir y que es conocida con ese nombre).
Sugerencia: Tome nota del párrafo anterior en su carpeta y también de todos y cada uno de los pasos de la siguiente actividad. Registre sus dificultades y consulte a su tutor.

Para fijar estos conceptos, resolveremos juntos la siguiente Actividad.

ACTIVIDAD 19
Sea X la variable aleatoria que denota el número de llegadas a horario de Pedro Cáceres en una serie de 5 días de una semana. Armar la distribución de probabilidad de X, calcular su valor medio y su desviación estándar.
Como decíamos en el párrafo que usted anotó, la distribución de probabilidad de X será una distribución binomial. ¿Cuáles son los posibles valores para X? (Proponga la respuesta antes de seguir leyendo).
Efectivamente, los valores posibles para X son 0,1,2,3,4 y 5. Tenga en cuenta que X = 0 significa que el pobre Pedro ha llegado tarde a su trabajo los 5 días de la semana (tiene 0 “éxitos”).
Tenemos entonces (ubicando en una tabla los valores de X y la probabilidad de 3 “éxitos” calculada en el primer ejemplo):

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	p (X) 
	
	
	
	80/243
	
	


Ahora será preciso calcular las demás probabilidades, usando la fórmula binomial, a efectos de completar la tabla.

Manos a la obra entonces...
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P (h = 0) = 

[image: image332.wmf]21

120

2520

5

5

7

5

7

=

=

=

P

V

C

Obsérvese que –por definición- el número combinatorio           se considera igual a 1. Más allá de que se trata de una definición (algo convencional) si usted piensa ¿de cuántas maneras puedo elegir 0 elementos de 5? hay una sola forma de hacerlo ¡no elegir ninguno de los 5!

De todos modos, si Pedro llega tarde los 5 días de la semana, existe sólo una secuencia posible, no varias. La única forma de llegar tarde todos los días es: tarde, tarde, tarde, tarde, tarde. No hay otra posibilidad.

Por ello, la probabilidad resulta ser igual, directamente, a la probabilidad de llegar tarde (1/3), elevada a la quinta potencia.

Si usted continúa de manera semejante aplicando la fórmula y calculando todas las probabilidades (hágalo y ante cualquier duda, consulte la clave de corrección o a su tutor) , la tabla finalmente resultará:

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	p (X) 
	1/243
	10/243
	40/243
	80/243
	80/243
	32/243


Falta ahora calcular el valor medio y la desviación estándar. Aplique las fórmulas (si tiene dudas consulte la clave) y verá que: 
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Observe que podría haber obtenido directamente estos valores realizando las siguientes operaciones:
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Aquí simplemente le mostramos que estas operaciones –en el caso de una variable con distribución binomial- conducen al mismo resultado que las fórmulas ya conocidas por usted para el calculo de la media y el desvío estándar.

Pero puede demostrarse, en forma general, (aunque tal demostración excede los objetivos de este módulo) que esto es válido para toda distribución binomial y, si una variable aleatoria tiene este tipo de distribución, podrá utilizar siempre las fórmulas:
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ACTIVIDAD 20
Resolver los siguientes problemas.

Sugerencia: Utilice como modelo los ejemplos resueltos en esta unidad. Tome nota de todos sus razonamientos, sobre todo si duda y no descubre cuál es el error. Esto es fundamental para organizar sus consultas en el encuentro tutorial.

a) Juan pasa por la misma barrera de ferrocarril 4 veces por día. La probabilidad de encontrar la barrera baja en cada pasada es de 1/5. Sea X la variable aleatoria que denota la cantidad de veces en las que Juan encuentra baja la barrera por día. Armar la distribución de probabilidad de X, calcular su valor medio y su desviación estándar.

(Atención: como la variable X representa acá la cantidad de veces que Juan encuentra la barrera baja, usted deberá considerar como “éxito” que la barrera este baja. Recuerde que “éxito” es, en cada caso, lo que a usted le interesa contar).

b) Si tiramos un dado seis veces seguidas ¿Cuál es la probabilidad de sacar exactamente tres ases? ¿Y la de sacar por lo menos un as? (Observe que el “éxito” es sacar un as. Si no sale as, es “fracaso”, no distinguimos si sale un dos, un tres o un cinco. Piense cuidadosamente qué significa sacar “por lo menos” un as. Intente resolver el problema solo, puede hacerlo antes de consultar la clave de corrección).

c) Una fábrica produce galletitas; se sabe que el 5% de los paquetes tiene defectos. Un supermercado, cada vez que recibe un cargamento, controla 6 paquetes elegidos al azar. Por contrato, si entre los 6 paquetes hay alguno defectuoso rechaza toda la entrega. Es decir que, para aceptar la entrega, los 6 paquetes deben ser perfectos ¿Cuál es la probabilidad de rechazo de la entrega?

Autoevaluación

1. Tres rosas de distinto color; cuatro claveles de distinto color y dos gladiolos de distinto color se alinean al azar. 

a) ¿Cuál es la probabilidad de que las tres rosas ocupen los tres primeros lugares?

b) ¿Cuál es la probabilidad de que aparezcan agrupadas las flores de igual nombre?

c) ¿Cuál es la probabilidad de que los gladiolos aparezcan uno en cada extremo?

2. Una caja contiene 5 caramelos de naranja y 3 de limón. Un niño se come cuatro caramelos elegidos al azar.

Sea X la variable aleatoria que representa la cantidad de caramelos de limón que integran la muestra.

Se pide:

a) Armar la distribución de X

b) Calcular el valor medio de X y su desviación estándar.
3. El rendimiento de extracción de un metal precioso por tonelada de roca sigue una distribución normal con media 15 g y desvío 10 g.

¿Cuál es la probabilidad de que en una tonelada de roca el rendimiento supere los 20 g?

Clave de corrección

Unidad 1

Actividad 1:

a) Las combinaciones para obtener el 10 son:

1-3-6

3-3-4

2-3-5

2-2-6

4-4-2

1-4-5

Para el 11:

1-4-6

4-4-3

2-3-6

3-3-5

2-4-5

1-5-5

Para el 12:

1-5-6

4-4-4

3-3-6

3-4-5

2-4-6

2-5-5

b) El observador del juego decía que, a pesar de obtenerse los cuatro números a partir de 6 combinaciones posibles, al 10 aparecía con más frecuencia que el 9 y el 11 con más frecuencia que el 12. 

Veamos...

¿Qué tienen en común el 9 y el 12?

Una de las combinaciones para el 9 es 3-3-3 y una de las que dan 12 es 4-4-4



Al ser los tres dados iguales, sólo hay una forma para que esas combinaciones ocurran. Cada dado debe tener el 3 (o el 4) y no hay otra opción.

En cambio, una combinación como 2-2-6 puede ocurrir de 3 maneras diferentes ya que el 6 puede aparecer en cualquiera de los 3 dados.

Nosotros la veremos siempre igual pero, al poder cambiar de lugar el 6, existen más posibilidades físicas de que aparezca esa combinación que aquella que tiene una única forma de hacerlo.

Esta fue la explicación de Galileo y, si usted no la encontró, no desespere, esto recién empieza.

La idea es empezar a prestar atención a algunos detalles que pueden escapar a nuestra percepción y que influyen a la hora de determinar que un suceso sea más probable que otro. (si usamos tres dados iguales todas las combinaciones 2-2-6 se verán iguales para Ud.) 
Actividad 2:

a) Existen 3 casos favorables: 

(cara, cara, ceca)

(cara, ceca, cara)

(ceca, cara, cara)

Como el número total de casos es 8, la probabilidad pedida resulta:

p = 3/8

b) De los 8 casos posibles, sólo 1 es desfavorable: (cara, cara, cara). Por lo tanto, tenemos 7 casos favorables y resulta:

p = 7/8

Actividad 3:

a)
Para que la probabilidad resulte igual a cero, el número de casos favorables (el numerador) deberá ser 0.

Esto significa que no hay ningún caso favorable.

Si no existen casos favorables, entonces el suceso es imposible, jamás ocurrirá.

Así, en el ejemplo considerado, la probabilidad es cero si pretendiéramos obtener un 8 al tirar un dado común. Obtener un 8, en este caso, es IMPOSIBLE.

b)
Para que la probabilidad resulte igual a 1, el número de casos favorables debe ser el mismo que el número total de casos.

Esto significa que todos los casos posibles deberán ser favorables.

Así ocurría en el ejemplo considerado, ya que si pedimos la probabilidad de obtener, al tirar un dado común, un número menor o igual que 6, todos los resultados posibles corresponden a un número menor o igual que 6.

Por lo tanto, el suceso ocurrirá SEGURO y su probabilidad es 1.

c) Si estamos contando casos, tanto el numerador como el denominador de la fracción que nos permite obtener la probabilidad serán positivos. (Son números naturales).

Por ende, la probabilidad siempre será un número positivo.
Actividad 4:

a) Para resolver este problema, el número total de casos sigue siendo el mismo del ejemplo, ya que son todas las formas posibles de ordenar a los cinco chicos en fila.

Estas eran:
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    PRIMER               SEGUNDO
      TERCER
             CUARTO
         QUINTO

     LUGAR                  LUGAR                LUGAR                 LUGAR               LUGAR

         5               .           4                .              3               .          2           .           1         =120

O sea, número total de casos =  P5 = 5! = 120

Si queremos que Santiago y Pedro queden uno al lado del otro, para contar los casos favorables deberíamos armar un “bloque” con ellos dos (como si fueran una sola persona, no pueden separarse). 

Nos queda el esquema:
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    PEDRO      Y       SANTIAGO    
        OSCAR             FACUNDO

JUAN

Los “elementos” (las personas) a permutar ya no son cinco, sino cuatro (Los otros tres chicos y el bloque).

Tenemos entonces: P4 = 4! = 4.3.2.1 = 24

Pero además, en cada uno de esos 24 casos, Santiago y Pedro pueden, a su vez, cambiar de orden entre sí.

Esto significa, por ejemplo, para el caso anterior:
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    SANTIAGO     Y        PEDRO 
        OSCAR              FACUNDO

 JUAN

Finalmente resulta, entonces:
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Número de casos favorables =     24   .    2     = 48





Permutaciones de 4 
      Permutaciones de 2 elementos (2!)




elementos (4!). Estos 
      Estos son Santiago y Pedro 





son: el “bloque” 
      cambiando de orden entre sí




(S y P) y los 





otros tres chicos
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La probabilidad pedida resulta entonces:
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b) Comencemos por contar el número total de casos. Si estamos utilizando 4 dígitos distintos entre sí: 2,3,4 y 6 la cantidad de números diferentes de 4 cifras que una persona podrá escribir con ellos dependerá del orden en que los ubique.

Y sabemos que el número total de órdenes posibles de 4 elementos distintos entre sí está dado por las permutaciones simples de 4 elementos, esto es:

P4 = 4! = 4.3.2.1 = 24

Este será el número total de casos para las dos preguntas del problema

Ahora debemos contar los casos favorables:

Para que el número resulte impar, no puede terminar ni en 2, ni en 4, ni en 6. Por ende, el último lugar (el de las unidades) deberá ser ocupado por el 3.

La situación sería la siguiente:
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PRIMER               SEGUNDO
          TERCER
             3

DÍGITO

    DÍGITO                DÍGITO

               3               .           2                .              1                                           = 6

     posibilidades         posibilidades      posibilidad                             casos favorables

Como dejamos fijo al 3 en el lugar correspondiente a las unidades, sólo nos queda permutar los otros tres dígitos para ocupar los casilleros restantes.

Y efectivamente el número de casos favorables resulta:

P3 = 3! = 3.2.1 = 6

Recurriendo una vez más a la fórmula de Laplace, tenemos:
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La probabilidad pedida resulta entonces:
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La segunda parte del problema nos pide que determinemos la probabilidad de que el número escrito resulte menor que 3000.

El número total de casos, tal como decíamos al comienzo, sigue siendo 24.

¿Y qué pasa con el número de casos favorables?

El razonamiento es absolutamente análogo al anterior ya que, para que el número de 4 cifras sea menor que 3000, el primer lugar (el de las unidades de mil) no podrá ser ocupado por el 3, ni el 4, ni el 6.

Deberemos dejar fijo al 2 en las unidades de mil y permutar a los otros tres dígitos en los lugares restantes.
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Y efectivamente el número de casos favorables resulta:

P3 = 3! = 3.2.1 = 6

Recurriendo una vez más a la fórmula de Laplace, tenemos:
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La probabilidad pedida resulta entonces:
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c) Este problema es muy parecido al problema a) (Cuando Santiago y Pedro debían ocupar lugares consecutivos en la fila).

Fíjese que, otra vez, cuando tenemos que contar el número total de casos, vemos que lo que varía de una bandera a otra es el orden de las franjas de colores (todas tienen 5 franjas).

Y si se trata de ordenar 5 elementos distintos entre sí, de todas las formas posibles, debemos calcular las permutaciones simples de 5.

O sea, número total de casos =  P5 = 5! = 5.4.3.2.1=120

Si queremos que los colores blanco y rojo queden uno al lado del otro, para contar los casos favorables deberíamos armar un “bloque” con ellos dos (como si fueran una sola franja, no pueden separarse) 

Nos queda el esquema:
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        ROJO Y BLANCO    
                  VERDE

     AZUL
     AMARILLO

Los “elementos” (las franjas de colores) a permutar ya no son cinco, sino cuatro (Los otros tres colores y el bloque)

Tenemos entonces: P4 = 4! = 4.3.2.1 = 24

Pero además, en cada uno de esos 24 casos, las franjas blanca y roja pueden, a su vez, cambiar de orden entre sí.

Esto significa, por ejemplo, para el caso anterior:
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            BLANCO Y ROJO   
             VERDE

   AZUL
     AMARILLO

Finalmente resulta, entonces:
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Número de casos favorables =     24   .    2     = 48





Permutaciones de 4 
      Permutaciones de 2 elementos (2!)




elementos (4!). Estos 
      Estos son las franjas blanca y roja 





son: el “bloque” 
      cambiando de orden entre sí




(B y R) y los 





otros tres colores
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La probabilidad pedida resulta entonces:
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d) En el problema de los libros deberemos razonar de manera análoga a la del problema a) (Cuando Santiago y Pedro debían ocupar lugares consecutivos en la fila).

Si tenemos nueve libros distintos entre sí, las formas posibles de ordenarlos en un estante (número total de casos) son:

P9 = 9! = 9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 362.880

Si queremos que los de una misma materia queden juntos, deberemos armar tres “bloques”:
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        LIBROS DE

    LIBROS   DE             
        LIBROS DE

       LITERATURA                      FILOSOFÍA                          GEOGRAFÍA

Si permutamos los tres bloques entre sí, tenemos:

P3 = 3! = 3.2.1= 6

A su vez, dentro de cada bloque (los libros de una misma materia son distintos entre sí), podemos permutar los libros que lo conforman, esto es:

P3 = 3! = 3.2.1= 6 


Libros de Literatura

P2 =2! =  2.1 =  2 


  Libros de Filosofía

P4 = 4! = 4.3.2.1= 24 

Libros de Geografía

Resulta entonces:             




            
Libros de Literatura     Libros de Geografía


Número de casos favorables =    3!  . 3! .  2! . 4!    = 6 . 6 . 2 . 24 = 1728






Permutación de      Libros de






los tres bloques       Filosofía






de libros  

La probabilidad pedida es:
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Actividad 5: 

a) Quien prueba una clave al azar elegirá cuatro cifras entre los diez dígitos que existen. 

Por lo tanto, el número total de casos resultará:


Y como la clave correcta (número de casos favorables) es solamente una, la probabilidad pedida es:


p = 1/5040

b) Aquí no tenemos que calcular probabilidades, sólo un número total de casos.

Si las figuritas son 12 y las repartimos entre 5 chicos, las formas posibles de hacerlo resultan:


c) Comenzaremos como siempre por determinar el número total de casos. Esto significa que cualquiera de los 12 miembros de la comisión directiva puede ocupar cualquiera de los tres cargos.

Ubiquemos esta información en un esquema: 


    PRESIDENTE
     SECRETARIO
        TESORERO

          12               .                 11              .             10           =      1320 

posibilidades              posibilidades         posibilidades      elecciones posibles

Como usted ve en el esquema, el número total de casos está dado por las variaciones simples de 12 elementos tomados de a 3:


Número total de casos:

Vamos a analizar ahora cuidadosamente qué ocurre con el número de casos favorables.

Mariana, Carlos y Juan deben ocupar los tres cargos principales. Por lo tanto, todos los otros miembros de la comisión directiva (los otros 9) ya no tienen posibilidades de ocupar ningún cargo.

Lo único que puede variar (tal como le sugeríamos en el enunciado) es el orden jerárquico entre ellos tres.

Esto es:

	PRESIDENTE
	SECRETARIO
	TESORERO

	Mariana
	Juan
	Carlos

	Mariana
	Carlos
	Juan

	Juan
	Carlos
	Mariana

	Juan
	Mariana
	Carlos

	Carlos
	Juan
	Mariana

	Carlos
	Mariana
	Juan


Efectivamente, los casos favorables son 6. ¿Por qué? Porque estuvimos cambiando el orden entre las tres personas, esto es, permutándolas.

Por lo tanto:


Número de casos favorables:

 P3 = 3! = 3.2.1= 6
Por lo tanto, la probabilidad pedida resulta:
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Actividad 6: 

En los problemas de esta Actividad, NO IMPORTA EL ORDEN en el cual seleccionamos los elementos que forman el grupo elegido (órdenes diferentes de los mismos elementos significan el mismo grupo). Por eso, en todos utilizamos combinaciones simples.

a) Si hay 15 fichas en una caja y extraemos 3, para contar el número total de casos tenemos:


Si queremos que las tres fichas sean rojas, deberemos elegir las tres seleccionadas entre las 5 que son de ese color.

El número de casos favorables será entonces:


Por lo tanto, la probabilidad resulta:


El caso de los físicos y los químicos es absolutamente análogo al ejemplo del grupo de 5 personas formado por tres mujeres y dos varones.

Para contar el número total de casos, vemos que en la agrupación hay 50 científicos con los que formaremos grupos de 6 personas.

Entonces, el número total de casos será:


Para los casos favorables, deberemos elegir 3 físicos entre los 20:


Y luego, para cada uno de esos 1140 grupos de físicos posibles, existen otras tantas maneras de completar con 3 químicos elegidos entre los 30:


Entonces:

Número de casos favorables = 1140.4060= 4.628.400

Por lo tanto, la probabilidad pedida es:
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Esto significa que aproximadamente el 29% de los grupos posibles están formados por tres físicos y tres químicos.

Actividad 7:

a) De los seis parlantes disponibles, el cliente elige dos. Está seleccionando.

Pero, además NO importa el orden en que elige (si no cambia los parlantes, el grupo es el mismo.

Por lo tanto, deberemos utilizar combinaciones


Número total de casos =  



Número de casos favorables = 







Ya que el cliente debe







elegir sus dos parlantes 







entre los cinco buenos, dejando







fuera el defectuoso.

Entonces:
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b) En este problema, no se realiza ninguna selección. Los 5 hombres y las 4 mujeres sólo cambian de orden. Se trata de permutarlos.

Número total de casos = P9  = 9! = 362.880

Los casos favorables son aquellos en los cuales las mujeres ocupan los sitios pares en la fila.

Veámoslo en un esquema:



H1


M1
    H2        M2        H3           M3            H4           M4          H5

Cada casillero negro represente un hombre y cada casillero rojo una mujer.

Esto deberá mantenerse así, con lo cual sólo podremos permutar las mujeres entre sí (P4) y los hombres entre sí (P5).

Resulta:

Número de casos favorables = P4 . P5 = 4!. 5! = 24 . 120 = 2880

Y la probabilidad será entonces:
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c) En este problema, contar cuántos autos se pueden patentar usando tres letras y tres dígitos (sin admitir repeticiones) significa, elegir tres letras entre 27 y tres dígitos entre 10. Y sí IMPORTA el orden porque órdenes diferentes significan patentes diferentes.
Por lo tanto, deberemos utilizar variaciones
Por un lado tenemos para las letras:


Y por el otro, para los dígitos:


Entonces, el número total de patentes posibles será:

17.550 . 720 = 12.636.000
Para ver la probabilidad de que una patente comience con A, deberíamos dejar fija la A en el primer lugar:

 A  _ _       _ _ _







Sólo debemos
       Nada cambió para los dígitos.







elegir dos letras
       Siguen existiendo 720 formas 







entre las 26 restantes       de completar cada elección.







(sin repetir la A)



El número de casos favorables será entonces: 650 . 720 = 486.000

La probabilidad de que una patente comience con A, resulta:
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Actividad 8:

Si las letras y los dígitos pueden repetirse, el número de posibilidades obviamente aumenta.

Volvamos a usar un esquema:







        _  _  _     _   _   _





elijo tres letras
elijo tres números
Para la primera letra, tengo 27 posibilidades. Antes, como no podía repetir, para el segundo lugar me quedaban 26 posibilidades y para el tercero 25.

Pero, al poder repetir, para el segundo lugar sigo teniendo 27 posibilidades.

Y para el tercero.... ¡¡¡también!!!!.

Siempre sigo teniendo las mismas 27 posibilidades (no se “gastan”, no descarto las letras que ya usé)

Lo mismo ocurre con los números.

Resulta entonces que la cantidad total de patentes posibles es:

______     ______    ______      ______     _______     ______


 27   .       27     .       27      .      10       .        10     .        10      = 19.683.000

Y para aquellas que comiencen con A (número de casos favorables) será:

______     ______    ______      ______     _______     ______


  1   .         27     .       27      .      10       .        10     .        10      =   729.000

Por lo tanto:
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Actividad 9: 

1. Armemos un diagrama de árbol:









     antes






    75%





  A




1/3






     25%
  después


    2/3








     antes






    70%





  B







    30%








  después

a) Para que la persona llegue a su casa antes de las 18 hay dos opciones, llegar por el camino A o por el camino B.

Siguiendo las dos ramas correspondientes del árbol, resulta:

p (llegar antes de las 18) = 1/3. 75/100 + 2/3. 70/100 = 43/60

b) Si sabemos que llegó a su casa antes de las 18, se trata de una probabilidad condicional.

Aplicando la fórmula y las probabilidades ya calculadas, tenemos:


2. Razonemos igual que en el problema anterior:









      llega punto






    90%




         Punto




60%






     10%
      llega raya

    40 %








      llega punto






      5%




         Raya





    95%








       llega raya
a) Por lo tanto, la probabilidad de que se reciba una raya es:

p (recibir raya) = 60/100 . 10/100 + 40/100 . 95/100 = 11/25







     Envío punto, llega raya
      Envío raya, llega raya

b) La probabilidad condicional pedida es:


3. Otro arbolito:









     buena






    60%




      Máquina






 1


    2/3






     40%
  defectuosa


     1/3



      buena




     Máquina
    84%





  2







    16%








  defectuosa

a) La probabilidad de que una pieza resulte defectuosa es:

p (defectuosa) = 2/3 . 40/100 + 1/3 . 16/100 = 8/25

b) La probabilidad condicional pedida es:


Unidad 2

Actividad  10:

Como el número total de casos es siempre el mismo (210) sólo debemos calcular el número de casos favorables para cada uno de los siguientes valores de la variable aleatoria X.

Para X = 2 

En este caso, debemos tomar dos bombitas entre las 3 que tienen el filamento roto y completar la muestra con 2 que tengan el filamento sano (esto es, elegidas entre las 7 sanas). 

Para las que tienen el filamento roto:    posibilidades


Para las sanas:   posibilidades

El número de casos favorables para X = 2 resulta entonces: 3.21 = 63

Y la correspondiente probabilidad es:


Para X = 3

En este caso, debemos tomar 3 bombitas entre las 3 que tienen el filamento roto y completar la muestra con 1 que tenga el filamento sano (esto es, elegida entre las 7 sanas). 

Para las que tienen el filamento roto:    posibilidad


Para las sanas:   posibilidades

El número de casos favorables para X = 3 resulta entonces: 1.7 = 7

Y la correspondiente probabilidad es:


Veamos cómo quedaba entonces la distribución de probabilidad completa de X:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/6
	1/2
	3/10
	1/30


Si sumamos todos los valores de p(X) tenemos:


Este resultado es general. En todas las distribuciones de probabilidad los valores de p(X) siempre sumarán 1.
Esto es lógico ya que, al armar la distribución de probabilidad de una variable aleatoria X estamos considerando todos los resultados posibles del experimento asociado a ella.

Actividad 11:

a) Si se eligen 5 niñas y hay sólo 3 con los ojos azules, el número X de niñas con ojos azules que integran la muestra podrá ser 0,1,2 ó 3

Para todos los valores de X el número total de casos será el mismo. Se trata de ver cuántos grupos diferentes de 5 niñas pueden armarse eligiendo entre las 10 alumnas de la clase.

Esto es:


Vamos ahora a contar los casos favorables para cada valor de X.

Para X =0 debemos elegir las 5 niñas entre las 7 que no tienen ojos azules.

O sea:


Y la correspondiente probabilidad es:


Para X = 1 deberemos elegir una niña entre las 3 de ojos azules y completar el grupo con 4 elegidas entre las 7 que no tienen ojos azules.

Para las que tienen ojos azules:    posibilidades


Para las que no:   posibilidades

El número de casos favorables para X = 1 resulta entonces: 3.35 = 105

Y la correspondiente probabilidad es:


Para X = 2 deberemos elegir 2 niñas entre las 3 de ojos azules y completar el grupo con 3 elegidas entre las 7 que no tienen ojos azules.


Para las que tienen ojos azules:    posibilidades


Para las que no:   posibilidades

El número de casos favorables para X = 2 resulta entonces: 3.35 = 105

Y la correspondiente probabilidad es:


Para X = 3 deberemos elegir 3 niñas entre las 3 de ojos azules y completar el grupo con 2 elegidas entre las 7 que no tienen ojos azules.


Para las que tienen ojos azules:    posibilidad


Para las que no:   posibilidades

El número de casos favorables para X = 3 resulta entonces: 1.21 = 21

Y la correspondiente probabilidad es:


La distribución de probabilidad de X resulta entonces:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/12
	5/12
	5/12
	1/12



Y una vez más se verifica que 

b) Para resolver este problema debemos ver bien cuáles son los valores posibles para X.

En la urna hay seis bolillas, todas con números diferentes, así que el número total de casos estará dado por :


Pero: ¿existirán 15 sumas diferentes?

Veamos....

1 + 2 = 3

1 + 3 = 4

1 + 4 = 5
2 + 3 = 5

1 + 5 = 6
2 + 4 = 6

1 + 6 = 7
2 + 5 = 7
3 + 4 = 7



2 + 6 = 8
3 + 5 = 8





3 + 6 = 9
4 + 5 = 9







4 + 6 = 10







5 + 6 = 11

Aquí hemos detallado las 15 combinaciones de pares de bolillas posibles.

Vemos entonces que los valores posibles para X son . 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 y 11 y contando los casos favorables para cada uno, la distribución de X resulta finalmente:

	X
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	p(x) 
	1/15
	1/15
	2/15
	2/15
	3/15
	2/15
	2/15
	1/15
	1/15



Y una vez más se verifica que 

Actividad 13:

a) Recordemos la distribución de probabilidad de la Actividad 10:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/6
	1/2
	3/10
	1/30


En ella, X representaba el número de lámparas con el filamento roto que integraban una muestra de 4.

La media de X será:
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Aquí, hemos utilizado lo que señaláramos en al texto: “Si trabajamos con la distribución de probabilidad de una variable aleatoria discreta, podemos calcular su valor medio utilizando la probabilidad teórica en lugar de las frecuencias relativas”.

Esto es absolutamente equivalente a trabajar con las fracciones sin simplificar y considerando que el número total de casos es de 210, tenemos que:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	35/210
	105/210
	63/210
	7/210


Entonces:
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Expresada la tabla de esta manera vemos que la moda es 1 (es el valor con mayor frecuencia)

Y como se trata de 210 valores (número par), deberemos promediar los dos valores que ocupan las posiciones centrales para obtener la mediana.

0, 0, 0...............0 ; 1,1......................................1; 2,2,.......................2; 3,.........3


Posiciones 1 a 35
      Posiciones 36 a 140
       Posic. 141 a 203
Posic. 204 a 210

En las posiciones centrales (que son la número 105 y la número 106) se encuentra el 1.

Por lo tanto, la mediana también es 1.

b) Recordemos la distribución de probabilidad del primer problema de la Actividad 11:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/12
	5/12
	5/12
	1/12


Allí X representaba la cantidad de niñas de ojos azules que integraban una muestra de 5.

Como todas las fracciones que expresan los valores de p(X) tienen el mismo denominador, trabajar directamente con ellas será absolutamente equivalente a considerar los 252 casos originales sin simplificar los numeradores.

La media de X será:
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Con respecto a la moda, tanto el 1 como el 2 tienen la misma frecuencia (5) que es la mayor.

Por lo tanto, existen dos modas: 1 y 2 

Sobre la mediana, otra vez el número total de valores de X es par (12) y ordenándolos de menor a mayor, tenemos:


0 ,1 ,1 ,1 ,1, 1, 2, 2, 2, 2, 2 ,3



Posiciones centrales

La mediana resulta entonces del promedio entre 1 y 2 que es 1,5

Actividad 14: 

Primero conviene organizar la información en una tabla:

	TIPO DE GANADO
	CANT. VENDIDA
	PRECIO ($)
	PESO (kg)

	Novillos livianos
	17
	2.48
	416

	Novillos medianos
	41
	2.50
	437

	Novillos medianos
	37
	2.50
	444

	Novillos pesados
	10
	2.50
	474

	Novillos muy pesados
	12
	2.42
	533

	Overos negros
	10
	2.22
	693

	Cruzas
	15
	2.43
	429

	Novillitos
	60
	2.58
	268

	Vaquillonas
	30
	2.55
	261

	Terneros
	31
	2.65
	213

	Terneros
	45
	2.65
	227

	Vacas
	26
	2.25
	412

	Toros
	8
	2.20
	824

	Total de animales 

vendidos
	342
	
	


Precio promedio :

Peso promedio:

Actividad 15:

· En el primer artículo se habla del rating promedio del ciclo “Conflictos en red”. Dice que el unitario mantuvo siempre el mismo promedio de audiencia. Sin duda, ese valor de rating promedio (11.4) es representativo del impacto del programa. Los valores de rating fueron muy semejantes en todas las emisiones, sin grandes desvíos con respecto al promedio citado.

· En el segundo, y como ocurre habitualmente al tratarse de salarios, el promedio de 400 pesos al que alude el título no es representativo de lo que gana la mayoría de la gente empleada.

De hecho, el mismo articulo dice: 

“El estudio marca que el trabajador que había estado desocupado en el segundo trimestre de 2004 y al año siguiente consiguió un empleo formal o en blanco, en promedio, pasó a ganar 403 pesos. Pero ésos, en realidad, fueron apenas una minoría”.

Y en el texto existen sobrados ejemplos de gente que no gana $400 promedio sino mucho menos. Con lo cual los valores están muy dispersos con respecto a esa media (como ocurría en la empresa del Sr. Artilugio).

· En el caso de Marte, también se cree que la temperatura experimentó grandes oscilaciones a través de su historia.

Así cita el artículo: A pesar de que la temperatura promedio actual en el ecuador de Marte es cerca de 55 grados Celsius, muchos científicos creen que el Planeta Rojo fue lo suficientemente cálido alguna vez para que pudiera existir agua líquida en su superficie. 

Como vemos, el promedio pierde representatividad cuando los distintos valores de la variable aleatoria están muy dispersos con respecto a él (existen varios valores muy por encima o muy por debajo del promedio obtenido)

Actividad 16:

· Para la Actividad 10:

 (Usamos la tabla con todas las fracciones de igual denominador)

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	35/210
	105/210
	63/210
	7/210


Entonces:
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· Para la Actividad 11:

Primer problema

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/12
	5/12
	5/12
	1/12
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Segundo problema:

	X
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	p(x) 
	1/15
	1/15
	2/15
	2/15
	3/15
	2/15
	2/15
	1/15
	1/15



· Para la Actividad 14:

Y utilizando las mismas fórmulas, resultan:

Para el precio:



( ( 0.126

Para el peso:



( ( 135.56

Actividad 17:

Recordemos como se distribuían los sueldos en la empresa del Sr. Artilugio:

	Empleado
	Sueldo semanal

	Sr. Artilugio
	$4800

	Hermano del Sr. Artilugio
	$2000

	6 parientes
	$500 (c/u)

	5 capataces
	$400 (c/u)

	10 operarios
	$200 (c/u)

	Total            23 empleados:
	$13.800


Allí, el salario promedio era de $600, sin embargo, Félix (y nosotros) vimos que no era representativo dada la gran dispersión de valores de sueldo que existe con respecto a esa media.

Ahora vamos a calcular esa dispersión:


Este valor tan grande de la desviación estándar (incluso superior al promedio) pone aun más en evidencia la falta de representatividad del sueldo medio de $600 en la empresa del Sr. Artilugio.

Cualquier distribución de sueldos que usted proponga con menor dispersión de valores con respecto a la media (esto es con un desvío estándar menor) tendrá una media más representativa de la situación que la de esta empresa.

Unidad 3
Actividad  18:

a) Primer problema:


0,2088










0,3023





       778      800        834


 X 

 t1      0          t2

t (VAN estándar)
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La probabilidad pedida será entonces :

P (778 ( X ( 834) = ( (0.55) + ( (0.85) = 0,2088 +0,3023 = 0,5111

b) Segundo problema:



Remaches defectuosos







 0.9876





 2.975 
      3          3.025
X 

          t1    0     t2

t (VAN estándar)
El área pintada de gris en la figura corresponde a la probabilidad de que un remache cumpla la especificación.

Por la simetría del problema y de la figura, sabemos que será t1 = - t2, y por lo tanto ( (t1) será igual a ( (t2).

Entonces:
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Así la probabilidad de que un remache cumpla la especificación (área gris de la figura) resulta:

p (remache bueno) = 2. ( (2.5)= 2. 0.4938 = 0.9876

Así que la probabilidad de que un remache sea defectuoso será la que representa el resto del área bajo la campana (la que está sin sombrear) y como el área total es igual a 1, tenemos:

p (remache defectuoso) = 1- 0.9876 = 0.0124

c) Tercer problema:






0.5










0.3413





 

4.8      5


 X 

         0          t1

t (VAN estándar)

El área sombreada de gris corresponde a la probabilidad de que una pieza pase por el calibre y, por lo tanto, sea declarada como buena.

Sabemos que el área debajo de media campana es igual a 0.5.

Calculemos entonces el área entre 4.8 y 5:


Por ende, ( (t1) = 0.3413

Y entonces, la probabilidad de que la pieza sea declarada buena será:

p (buena) = 0.5 + 0.3413 = 0.8413

Actividad  19:

Para completar la tabla nos falta calcular las probabilidades para h = 1, 2, 4 y 5.


P (h = 1) = 



P (h = 2) =


P (h = 4) = 



P (h = 5) =

Para calcular el valor medio y el desvío estándar, recordemos la distribución completa de X:

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	p (X) 
	1/243
	10/243
	40/243
	80/243
	80/243
	32/243


Resultan entonces:


Actividad 20: 

a) En este caso, X representa la cantidad de veces que Juan encuentra baja la barrera en un mismo día. Por lo tanto los valores posibles para X son 0, 1, 2, 3 y 4.

El “éxito” en este problema es encontrar la barrera baja, así que p = 1/5

Con esos datos, calculamos:


p (X = h) = 

Reemplazando sucesivamente por h = 0, 1, 2, 3 y 4, tenemos:

	X
	0
	1
	2
	3
	4

	p(X)
	256/625
	256/625
	96/625
	16/625
	1/625


La media y el desvío serán:
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b) Si el “éxito” es sacar as y no distinguimos un dos o un tres o un cinco, la probabilidad de fracaso es directamente la de no sacar as, o sea 5/6

Como tiramos el dado 6 veces, será n = 6 y la probabilidad de sacar exactamente tres ases será:


p (X = 3) = 

Por otra parte, sacar por lo menos un as, significa sacar un as como mínimo.

Es decir que debemos calcular la probabilidad de h ( 1.

Esto es :

p(h ( 1) = p (h = 1) + p (h = 2) + p (h = 3) + p (h = 4) + p (h = 5) + p (h = 6)

Pero... ¿no existirá un camino más corto para obtener esa probabilidad? 

Veamos....

Si armáramos toda la distribución de probabilidad de X tendríamos:

	X
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	p(X)
	
	
	
	
	
	
	


La probabilidad que buscábamos resultaría de sumar todos los valores contenidos en las celdas rosas.


Pero nosotros sabemos que en todas las distribuciones de probabilidad es 

Por lo tanto, y observando la tabla, vemos que:

p(h ( 1) = 1 - p (h = 0)

Tenemos entonces:


p(h ( 1) = 1 – 

c) La entrega es rechazada a menos que los 6 paquetes no tengan defecto.

Si contamos como “éxito” el paquete defectuoso, deberemos tener h = 0 para que la entrega sea aceptada.

Entonces, la probabilidad de que se acepte la entrega será:


p ( h = 0) = 

Si esa es la probabilidad de que acepten la entrega, la probabilidad de rechazarla será:

p (rechazo) = 1 – 0.74 = 0.26

Ya que la entrega es rechazada para cualquier otro valor posible de h (estamos usando el mismo razonamiento del problema anterior, esto es:


1 -   p(h = 0) = p (h = 1) + p (h = 2) + p (h = 3) + p (h = 4) + p (h = 5) + p (h = 6)


       Entrega aceptada



Entrega rechazada

Clave de corrección de la autoevaluación

1. Si tenemos nueve flores distintas entre sí, las formas posibles de alinearlas al azar (número total de casos) son:

P9 = 9! = 9.8.7.6.5.4.3.2.1 = 362.880

Este será el denominador en todos los casos.

Veremos ahora para cada situación el número de casos favorables

a) Si queremos que las tres rosas ocupen los tres primeros lugares, debemos dejar fijas las tres rosas (que podrán sí permutarse entre ellas) y a continuación permutar las otras seis flores


Número de casos favorables =    3!  . 6!    = 6 . 720 = 4320







Permutación de     Permutación del resto






las tres rosas         de las flores

La probabilidad pedida es:
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b) Si queremos que las flores del mismo nombre queden juntas, deberemos armar tres “bloques”:


 
     ROSAS


    CLAVELES

      GLADIOLOS

Si permutamos los tres bloques entre sí, tenemos:

P3 = 3! = 3.2.1= 6

A su vez, dentro de cada bloque (las flores del mismo nombre son distintas entre sí), podemos permutar las flores que lo conforman, esto es:

P3 = 3! = 3.2.1= 6 


Rosas

P4 = 4! = 4.3.2.1= 24 

Claveles

P2 =2! =  2.1 =  2 


Gladiolos

Resulta entonces:             




               
       
      Rosas  
Claveles


Número de casos favorables =    3!  . 3! .  2! . 4!    = 6 . 6 . 2 . 24 = 1728






Permutación de     Gladiolos






los tres bloques       






de flores  

La probabilidad pedida es:
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c) Si queremos que quede un gladiolo en cada extremo, deberemos dejar fijos los dos gladiolos y permutar las 7 flores restantes. A su vez, los gladiolos de los extremos (que son de distinto color) podrán intercambiarse entre sí.

Resulta entonces:

Número de casos favorables =    2!  . 7!    = 2 . 5040 = 10080







Permutación de     Permutación del resto






los gladiolos          de las flores

La probabilidad pedida es:
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2. Como hay en total 3 caramelos de limón, en una muestra de 4 caramelos puede haber desde 0 hasta 3 caramelos de ese sabor.

Es decir que los valores posibles para X son: 0,1,2 y 3.

En todas las situaciones, el número total de casos será:


Vamos a calcular los casos favorables para cada valor de X.

Para X = 0, todos los caramelos deberán elegirse entre los de naranja.

Número de casos favorables: 


Y la probabilidad para X = 0 será entonces:


Para X = 1, un caramelo deberá elegirse entre los tres de limón y los otros tres deberán elegirse entre los cinco de naranja.


Para los de limón:

    posibilidades


Para los de naranja   posibilidades

El número de casos favorables para X = 1 resulta entonces: 3.10 = 30

Y la correspondiente probabilidad es:


Para X = 2, dos caramelos deberán elegirse entre los tres de limón y los otros dos deberán elegirse entre los cinco de naranja.


Para los de limón:

    posibilidades


Para los de naranja   posibilidades

El número de casos favorables para X = 2 resulta entonces: 3.10 = 30

Y la correspondiente probabilidad es:


Para X =3, tres caramelos deberán elegirse entre los tres de limón (hay una sola forma de hacerlo, que entren los tres de limón en la muestra) y el otro caramelo (sólo uno) deberá elegirse entre los cinco de naranja.


Para los de limón:

    posibilidad


Para los de naranja   posibilidades

El número de casos favorables para X = 3 resulta entonces: 1.5 = 5

Y la correspondiente probabilidad es:


Veamos cómo queda entonces la distribución de probabilidad completa de X:

	X
	0
	1
	2
	3

	p(x) 
	1/14
	3/7
	3/7
	1/14


Una vez más se verifica que 

Y aplicando las fórmulas correspondientes se obtiene que:
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3. Ubiquemos los datos en el gráfico






        0.5

0,1915
El área en blanco

representa la probabilidad pedida















 


15       20


 X 

         0          t1

t (VAN estándar)

Sabemos que el área debajo de media campana es igual a 0.5.

Calculemos entonces el área entre 15 y 20: 


Por ende, ( (t1) = 0.1915

Y entonces, la probabilidad de que el rendimiento supere los 20 g será:

p (X>20) = 0.5 - 0.1915 = 0.3085
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	ANEXO: ÁREAS DE LA CURVA NORMAL ESTÁNDAR

	Tabla de áreas bajo la distribución normal estándar  entre 0 y t en intervalos de 0,01.

	

	En la primera columna, se lee la parte entera de t seguida por los décimos de su parte decimal


	En la primera fila, se leen los centésimos de la parte decimal del valor de t 

	t
	    0              1             2             3              
	    5                6               7               8               9

	0,0 0,1 0,2 0,3 0,4
	0,0000       0,0040       0,0080       0,0120       0,0160 0,0398       0,0438       0,0478       0,0517       0,0557 0,0793       0,0832      0,0871       0,0910       0,0948 0,1179       0,1217      0,1255      0,1293       0,1331 0,1554       0,1591       0,1628       0,1664       0,1700
	0,0199       0,0239       0,0279       0,0319       0,0359   0,0596       0,0636       0,0675       0,0714       0,0754  0,0987       0,1026       0,1064       0,1103       0,1141  0,1368       0,1406       0,1443       0,1480       0,1517       0,1736       0,1772       0,1808       0,1844       0,1879

	0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
	0,1915       0,1950      0,1985       0,2019       0,2054 0,2258       0,2291      0,2324      0,2357      0,2389 0,2580       0,2612      0,2642      0,2673       0,2704 0,2881       0,2910      0,2939       0.2967       0.29P6 0.3159       0,3186      0,3212       0.3238       0,3264
	0,2088       0,2123       0,2157       0,2190       0,2224 0,2422       0,2454       0,2486       0,2518       0,2549 0,2734       O,2764       0,2794       0,2823       0,2852 0,3023       0,3051       0,3078       0,3106       0,3133 0,3289       0,3315       0,3340       0,3365       0,3389

	1,0 1,1 1,2 1,3 1,4
	0,3413      0,3438      0.3461       0,3485       0,3508 0,3643      0,3665      0,3686      0,3708       0,3729 0,3849      0,3869       0,3888       0,3907       0,3925 0,4032      0,4049      0,4066       0.4082       0,4099 0,4192      0,4207      0,4222      0,4236      0,4251
	0,3531       0,3554       0,3577       0,3599       0,3621 0,3749       0,3770       0,3790       0,3810       0,3830 0,3944       0,3962       0,3980       0,3997       0,4015 0,4115       0,4131       0,4147       0,4162       0,4177 0,4265       0,4279      0,4292       0,4306       0,4319

	1,5 1,6 1,7 1,8 1,9
	0,4332      0,4345      0,4357       0,4370      0,4382 0,4452      0,4463      0,4474       0,4484       0,4495 0,4554      0,4564      0,4573       0,4582      0,4591 0,4641       0,4649      0,4656       0,4664       0,4671 0,4713      0,4719      0,4726       0,4732      0,4738
	0,4394       0,4406       0,4418       0,4429       0,4441 0,4505       0,4515       0,4525
       0,4535       0,4545 0,4599       0,4608       0,4616       0,4625       0,4633 0,4678       0,4686       0,4693       0,4699       0,4706 0,4744       0,4750       0,4756       0,4761       0,4767

	2,0
2,1 2,2 2,3 2,4
	0,4772      0,4778      0,4783      0,4788       0,4793 0,4821       0,4826      0,4830      0,4834       0,4838 0,4861      0,4864      0,4868      0,4871       0,4875 0,4893       0,4896      0,4898       0,4901       0,4904 0,4918      0,4920      0,4922       0,4925      0,4927
	0,4798      0,4803      0,4808       0,4812       0,4817 0,4842       0,4846       0,4850      0,4854       0,4857 0,4878      0,4881       0,4884       0,4887       0,4890 0,4906       0,4909      0,4911       0,4913       0,4916 0,4929       0,4931       0,4932       0,4934       0,4936

	2,5 2,6 2,7 2,8 2,9
	0,4938       0,4940      0,4941       0,4943      0,4945 0,4953      0,4955      0,4956       0,4957      0,4959 0,4965       0,4966      0,4967       0,4968      0,4969 0,4974       0.4975      0,4976       0,4977      0,4977 0,4981       0,4982      0,4982       0,4983      0,4984
	0,4946       0,4948      0,4949       0,4951       0,4952 0,4960       0,4961      0,4962       0,4963       0,4964 0,4970       0,4971      0,4972       0,4973       0,4974 0,4978       0,4979      0,4979       0,4980       0,4981 0,4984       0,4985      0,4985       0,4986       0,4986

	3,0 3,1 3,2 3,3 3,4
	0,4987       0,4987      0,4987       0,4988      0,4988 0,4990       0,4991      0,4991       0,4991       0,4992 0,4993       0,4993      0,4994       0,4994      0,4994 0,4995       0,4995      0,4995      0,4996
      0,4996 0,4997       0,4997      0,4997      0,4997      0,4997
	0,4989       0,4989      0,4989       0,4990       0,4990 0,4992       0,4992      0,4992       0,4993       0.4993 0.4994       0,4994       0,4995       0,4995       0,4995 0,4996       0,4996      0,4996       0,4996       0,4997 0,4997       0,4997      0,4997       0,4997       0,4998

	3,5 3,6 3,7 3,8 3.,9
	0,4998       0,4998      0,4998      0,4998      0.4998 0,4998       0,4998      0,4999      0,4999      0,4999 0,4999       0,4999      0,4999       0,4999      0,4999 0,4999       0,4999      0,4999      0,4999      0,4999        0,5000       0,5000     0, 5000      0, 5000      0, 5000
	0,4998       0,4998      0,4998       0,4998       0,4998 0,4999       0,4999      0,4999       0.4999       0,4999 0,4999       0,4999      0,4999       0,4999       0,4999 0,4999       0,4999      0,4999       0,4999       0,4999 0,5000       0,5000      0,5000       0,5000       0,5000
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